
ZORAN KADELBURG • VLADIMIR MI�I�

SR�AN OGǋANOVI� • SOǋA QUKI�

ANALIZA
SA ALGEBROM

3
Dodatak ubeniku

za III razred Matematiqke gimnazije





Sadr¼aj

Glava 1: KOMPLEKSNI BROJEVI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.7. Stepenovaǌe kompleksnim brojem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.8. Bilinearna (Mebijusova) transformacija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.9. Razni zadaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.10. Rexeǌa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

Glava 2: POLINOMI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.9. Simetriqni polinomi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.10. Lagran¼ova interpolaciona formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.11. Razni zadaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.12. Rexeǌa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

Glava 3: REALNI BROJEVI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.5. Kantorov skup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.6. Kardinalni brojevi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.7. Razni zadaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.8. Rexeǌa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

Glava 4: NIZOVI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
4.6. Podnizovi. Taqke nagomilavaǌa. Gorǌi i doǌi limes . . . . . . . . . . . 24
4.7. Redovi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4.8. Razni zadaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
4.9. Rexeǌa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

Glava 5: FUNKCIJE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
5.7. Dokazi nekih teorema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
5.8. Neke geometrijske primene neprekidnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
5.9. Razni zadaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
5.10. Rexeǌa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43



PREDGOVOR

Posledǌih godina se u Matematiqkoj gimnaziji u Beogradu u svakoj
generaciji formira posebno odeǉeǌe uqenika koji su svojim rezultati-
ma pokazali da ¼ele i mogu da savladaju vixe od onoga xto je redovnim
programom matematiqkih predmeta predvi±eno. Za takva odeǉeǌa se or-
ganizuje i posebna, mentorska nastava na kojoj uqenici, podeǉeni u maǌe
grupe, imaju priliku da upoznaju dodatne sadr¼aje i rexavaju te¼e za-
datke.

Mogu²nosti rada sa tako odabranim uqenicima su vrlo velike i
raznovrsne, kako na standardnim, tako i na mentorskim qasovima. Pri-
rodno je da se ukazala potreba da se pripremi i ponudi u pisanom obliku
materijal koji bi uqenicima i nastavnicima poslu¼io kao orijentir u
izboru odgovaraju²eg gradiva.

U ovom dodatku ubeniku Analize s algebrom za 3. razred pokuxa-
li smo da prezentujemo jedan mogu²i izbor takvog materijala. Tako±e,
jedan broj te¼ih zadataka iz ranijih izdaǌa ubenika, posebno onih
takmiqarskih, naxao je mesto u ovom dodatku.

Naravno, sasvim je mogu²e da nastavnici izaberu neke druge teme
koje ²e obra±ivati; posebno je po¼eǉno da do takvih tema do±u u do-
govoru sa samim uqenicima na osnovu ǌihovog ispoǉenog interesovaǌa.
Tako±e, ¼elimo da upozorimo da (ne)savla±ivaǌe ovog dodatnog gradiva
ni u kom sluqaju ne sme uticati na ocenu uqenika.

U Beogradu, jula 2018. Autori



PRVA GLAVA

KOMPLEKSNI BROJEVI

1.7. STEPENOVAǋE KOMPLEKSNIM BROJEM

Ako su y1 i y2 proizvoǉni realni brojevi, prema pravilu mno¼eǌa kom-
pleksnih brojeva zapisanih u trigonometrijskom obliku, va¼i

(1) (cos y1 + i sin y1)(cos y2 + i sin y2) = cos (y1 + y2) + i sin (y1 + y2).

Time se praktiqno mno¼eǌe kompleksnih brojeva modula 1 svodi na sabiraǌe
ǌihovih argumenata. Ako se setimo da sliqnu osobinu ima eksponencijalna
funkcija (sa realnom nezavisnom promenǉivom), naime da va¼i

ax1 · ax2 = ax1+x2 ,

prirodno je razmisliti o mogu²nosti da se stepenovaǌe pozitivnog realnog bro-
ja qisto imaginarnim brojem definixe kao aiy = cos y + i sin y . Naravno, tak-
va defincija mo¼e da ima smisla samo za neko fiksirano a . Iz razloga koji
²e uqenicima mo²i da se prezentuju u qetvrtom razredu, ispostavǉa se da je
za osnovu a najprirodnije izabrati broj e = 2,71828 . . . (koji ²emo precizno
definisati u qetvrtoj glavi ubenika). Pritom, mogu²e je odmah definisati
stepenovaǌe broja e proizvoǉnim kompleksnim brojem, i to na slede²i naqin.

DEFINICIJA 2. (Ojler) Za kompleksan broj z = x + iy definixe se

ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y).

PRIMER 17. e
i
π
2 = i , eiπ = −1 , e2iπ = 1 , e

1+
3π
4 i

=
e√
2
(−1 + i) . N

Napomena. Druga od navedenih jednakosti, napisana u obliku

eiπ + 1 = 0,

predstavǉa quvenu Ojlerovu formulu, jednu od najva¼nijih (neki ka¼u i naj-
lepxih) formula u matematici. Svakako je interesantno da je ǌome povezano pet
najva¼nijih matematiqkih konstanti – brojevi 0 , 1 , e , i i π .
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TEOREMA 8. Za sve z1, z2, z ∈ C i n ∈ Z va¼i:

1◦ ez1ez2 = ez1+z2 ; 2◦ ez1 : ez2 = ez1−z2 ; 3◦ (ez)n = enz .

Dokaz. Dokaza²emo samo tvr±eǌe pod 1◦ , ostala dva se dokazuju sliqno.
Neka je z1 = x1 + iy1 i z2 = x2 + iy2 . Neposredno iz osobina eksponencijalne
funkcije sa realnom nezavisnom promenǉivom i jednakosti (1) sledi da je

ez1ez2 = ex1(cos y1 + i sin y1) · ex2(cos y2 + i sin y2)

= ex1+x2(cos (y1 + y2) + i sin (y1 + y2)) = ez1+z2 .

PRIMER 18. (a) Iz jednakosti eix = cos x + i sin x i e−ix = cos x− i sin x
lako se izvodi da za sve x ∈ R va¼i

cos x =
eix + e−ix

2
i sin x =

eix − e−ix

2i
.

(b) Na osnovu prethodnog se lako izvode formule pomo²u kojih se (prirod-
ni) stepeni sinusa i kosinusa izra¼avaju preko trigonometrijskih funkcija
vixestrukog argumenta. Na primer,

sin3 x =
(eix − e−ix

2i

)3

= −1
4

e3ix − 3eix + 3e−ix − e−3ix

2i
=

1
4
(3 sin x− sin 3x),

cos4 x =
(eix + e−ix

2

)4

=
1
8

e4ix + 4e2ix + 6 + 4e−2ix + e−4ix

2

=
1
8
(cos 4x + 4 cos 2x + 6).

(v) Za z = x + iy je |ez| = |ex+iy| = ex . Specijalno, |eiy| = 1 za y ∈ R . N
Iz tre²e od jednakosti primera 17, zajedno sa svojstvom 1◦ teoreme 8, sledi

drugi deo narednog tvr±eǌa.

POSLEDICA 1. Funkcija f : C → C\{0} , f(z) = ez , je na i periodiqna
s periodom 2πi .

Kao periodiqna, funkcija ez nije 1–1, tako da nema inverznu. Me±utim,
kao i kod nekih realnih funkcija koje smo razmatrali (na primer, f1(x) = x2 ,

f2(x) = sin x i sliqnih), mogu²e je promenom dome-
na funkcije posti²i da ona postane bijekcija. Do-
voǉno je obezbediti da se u domenu ne nalaze dve
taqke qiji se imaginarni delovi razlikuju za 2π .
Na primer, mo¼e se za domen uzeti slede²a ,,traka“
xirine 2π (slika 23):

D = { z = x + iy | x ∈ R, −π < y 6 π }.
−πi

πi

D

Sl. 23

DEFINICIJA 3. Inverznu funkciju funkcije f1 : D → C \ {0} date sa
f1(z) = ez naziva²emo logaritmom i za w ∈ C \ {0} oznaqavati ln w = z ako
i samo ako je w = ez , z ∈ D .



1.8. Mebijusova transformacija 3

PRIMER 19. ln(−1) = ln eπi = πi , ln i = ln
(
e

π
2 i)

=
π

2
i ,

ln(1+i) = ln
(√

2 e
π
4 i)

=
1
2

ln 2+
π

4
i , ln(−1−i

√
3) = ln

(
2e
− 2π

3 i)
= ln 2− 2π

3
i . N

Naglasimo da su navedeni rezultati uslovni i da zavise od naqina izbora
domena D , odnosno kodomena odgovaraju²e ,,grane“ logaritma. Pomenimo tako±e
da se u teoriji kompleksnih funkcija posmatra i vixeznaqna ,,funkcija“ kojom se
kompleksnom broju w 6= 0 pridru¼uje skup svih brojeva z ∈ C za koje je ez = w .
Mi se time ovde ne²emo baviti.

POSLEDICA 2. Svaki z ∈ C \ {0} se mo¼e predstaviti u obliku z =
eln |z|+iϕ , ϕ = arg z + 2kπ .

Sada je mogu²e definisati i stepen proizvoǉnog kompleksnog broja komplek-
snim brojem.

DEFINICIJA 4. Za z ∈ C \ {0} i w ∈ C definixemo zw = ew ln z .

PRIMER 20. (−1)i = ei ln(−1) = ei·πi = e−π ,

ii = ei ln i = e
i · π

2 i
= e

−π
2 (zanimǉivo je da su posledǌe dve vrednosti realni

brojevi!),

(1 + i)i = e
i · ( 1

2 ln 2 + π
4 i

)
= e

−π
4 + i

2 ln 2
= e

−π
4 (cos ( 1

2 ln 2) + i sin ( 1
2 ln 2)) . N

1.8. BILINEARNA (MEBIJUSOVA) TRANSFORMACIJA

Podsetimo se da smo u prvoj glavi ubenika pokazali da je svako linearno
preslikavaǌe, f : C → C , f(z) = az + b , kompozicija homotetije, rotacije i
translacije. Na slici 24 ilustrovani su primeri ovakvih preslikavaǌa.

'

f1(z) = z + 1 + i f2(z) = ei'z f3(z) = 2z

Sl. 24

Prirodno je zapitati se mo¼e li se nexto re²i o preslikavaǌu

(2) f(z) =
az + b

cz + d
, gde su a, b, c, d ∈ C i ad− bc 6= 0 .

Tra¼imo da je ad − bc 6= 0 , jer u suprotnom dobijamo konstantno preslikavaǌe
koje nam nije zanimǉivo.

Ukoliko je c = 0 , f(z) je linearna funkcija, qija smo svojstva dobro upoz-
nali. Najjednostavniji sluqaj ovakvog preslikavaǌa, a da nije linearno, jeste
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w = f(z) = 1/z . Jasno je da je ovo bijekcija C \ {0} → C \ {0} . Nama ²e
u prouqavaǌu preslikavaǌa oblika (2) biti korisno da proxirimo skup kom-
pleksnih brojeva jednom taqkom, koju ²emo zvati beskonaqno daleka taqka, i
oznaqavati sa ∞ , C = C∪{∞} . Geometrijski, re²i ²emo da beskonaqno daleka
taqka pripada svakoj pravoj u C . Ovako proxireni skup kompleksnih brojeva se
naziva i Rimanova sfera.

Ispitajmo sada u xta se preslikavaju prave i kru¼ne linije (u daǉem ²emo
za ove posledǌe koristiti termin krugovi) kada se primeni bijekcija

f : C → C, f(z) =





1/z, z ∈ C \ {0},
0, z = ∞,

∞, z = 0.

1◦ Odrediti sliku prave koja sadr¼i koordinatni poqetak.

Prava koja sadr¼i koordinatni poqetak odre±ena je jednaqinom z = ρeiϕ ,
gde je ρ ∈ R \ {0} , a ϕ je (fiksirani) ugao koji prava zaklapa sa realnom osom.
Vidimo da je w = 1/z = 1/ρ · e−iϕ , za z 6= 0 . Zakǉuqujemo da je slika prave
koja sadr¼i koordinatni poqetak tako±e prava koja sadr¼i koordinatni poqetak,
slika 25(a). Specijalno, realna i imaginarna osa se preslikavaju same u sebe.

'
−'

f

f

2
x
+
2
y
=
1

(u−1)2+(v+1)2=2

(а) (б)

Sl. 25

2◦ Odrediti sliku prave koja ne sadr¼i koordinatni poqetak.

Ovakva prava je zadata sa Ax+By+C = 0 , pri qemu je A2 +B2 6= 0 , C 6= 0
i z = x + iy ∈ C . Neka je w = 1/z = u + iv , u, v ∈ C i

z =
1
w

=
1

u + iv
=

u

u2 + v2
+ i

−v

u2 + v2
, pa sledi x =

u

u2 + v2
, y =

−v

u2 + v2
.

Kada ovo uvrstimo u jednaqinu prave, dobijamo da mora da va¼i

Au−Bv = C(u2 + v2),

tj. u2 + v2 − A
C u + B

C v = 0 , odnosno

(
u− A

2C

)2

+
(
v +

B

2C

)2

=
A2 + B2

4C2
.

Vidimo da smo dobili jednaqinu kruga sa centrom u
(

A
2C ,− B

2C

)
i polupreqnikom√

A2+B2

4C2 , koji sadr¼i koordinatni poqetak, slika 25(b).
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3◦ Kako je f bijekcija, sledi da se krug koji sadr¼i koordinatni poqetak
preslikava u pravu koja ga ne sadr¼i.

4◦ Sliqnom metodom kao pod 2◦ dobija se da se krug koji ne sadr¼i koor-
dinatni poqetak preslikava u krug koji tako±e ne sadr¼i koordinatni poqetak.

Zakǉuqujemo da je f : C → C bijekcija koja preslikava prave/krugove
u prave/krugove i da je f = f−1 , tj. f je involucija. Podsetimo se gradi-
va geometrije za prvi razred – inverzija je tako±e imala ovakva svojstva. Iz
definicije preslikavaǌa f zapravo se lako vidi da je f kompozicija inverzije
u odnosu na jediniqni krug |z| = 1 i osne simetrije u odnosu na pravu Im z = 0 .
Specijalno, unutraxǌost jediniqnog diska { z ∈ C | |z| ≤ 1 } se preslikava na
ǌegovu spoǉaxǌost i obratno.

DEFINICIJA 5. Mebijusova1 (bilinearna) transformacija je
racionalna funkcija

T : C → C, T (z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0,

T
(
−d

c

)
= ∞, T (∞) =

a

c
.

U prethodnoj definiciji podrazumevamo da, ukoliko je c = 0 , onda je −d/c =
a/c = ∞ , xto se sla¼e sa qiǌenicom da je u tom sluqaju T (z) zapravo linearno
preslikavaǌe.

Neka svojstva Mebijusovih transformacija

(a) Ako je c 6= 0 , neka je T1(z) = z +
d

c
(translacija), T2(z) =

1
z

(kom-

pozicija inverzije i osne simetrije), T3(z) =
bc− ad

c2
z (kompozicija rotacije i

homotetije) i T4(z) = z +
a

c
(ponovo translacija). Neposrednom proverom se

dobija da je T = T4 ◦ T3 ◦ T2 ◦ T1 , pa bilinearna transformacija quva uglove
i dvorazmeru, kao kompozicija preslikavaǌa koja imaju to svojstvo. Tako±e,
zakǉuqujemo da T (z) preslikava prave/krugove u prave/krugove.

(b) Kompozicija dve Mebijusove transformacije, kao i inverz proizvoǉne
Mebijusove transformacije, ponovo su Mebijusove transformacije, te one qine
grupu. Grupa svih Mebijusovih transformacija u odnosu na kompoziciju funkci-
ja se naziva Mebijusova grupa, i ima veliki broj primena u matematici i
fizici.

(v) Bilinearna transformacija T (z) koja nije identiqko preslikavaǌe mo-
¼e imati najvixe dve fiksne taqke.

Naime, ukoliko je c = 0 , onda je ∞ jedna fiksna taqka. Jednaqina a′z+b′ =
z ima vixe od jednog rexeǌa ako i samo ako je a′ = 1 , b′ = 0 , a u tom sluqaju je
T (z) identiqko preslikavaǌe.

Ukoliko je c 6= 0 , onda ∞ nije fiksna taqka. Jednaqina az+b
cz+d = z je kvadrat-

na jednaqina po z i mo¼e imati najvixe dva rexeǌa, tj. mogu postojati najvixe
dve razliqite fiksne taqke preslikavaǌa T (z) .

1A. F. Möbius (1790–1868), nemaqki matematiqar i astronom
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TEOREMA 9. Neka su z1, z2, z3 tri razliqite taqke u C , i neka su
w1, w2, w3 ∈ C tako±e me±usobno razliqiti. Tada postoji jedinstveno bili-
nearno preslikavaǌe w = T (z) tako da je wk = T (zk) , za k ∈ {1, 2, 3} .

Dokaz. Pretpostavimo da nijedna od ovih xest taqaka nije ∞ , i neka je

T (z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0.

´elimo da izrazimo koeficijente a, b, c, d u zavisnosti od datih xest taqaka.
Za k ∈ {1, 2, 3} va¼i

w − wk =
az + b

cz + d
− azk + b

czk + d
=

(ad− bc)(z − zk)
(cz + d)(czk + d)

.

Iz ove veze jednostavnom zamenom dobijamo da mora da va¼i

(3)
w − w1

w − w3
· w2 − w3

w2 − w1
=

z − z1

z − z3
· z2 − z3

z2 − z1
,

xto nam daje tra¼enu transformaciju u zavisnosti od datih taqaka.
Sluqaj kada je jedna od taqaka, recimo z3 , jednaka ∞ razmatra se sliqno,

i u tom sluqaju dobijamo
w − w1

w − w3
· w2 − w3

w2 − w1
=

z − z1

z2 − z1
.

Da bismo dokazali jedinstvenost, pretpostavimo da va¼i Tj(zk) = wk , za j ∈
{1, 2} i k ∈ {1, 2, 3} . Tada preslikavaǌe T−1

2 ◦ T1 ima barem tri fiksne taqke,
z1 , z2 i z3 , i samim tim, zbog svojstva (v), mora biti identiqko preslikavaǌe.

PRIMER 21. Na²i bilinearnu transformaciju koja preslikava taqke i ,
2 , −2 redom u taqke i , 1 , −1 .

Rexeǌe. Uvrstimo date vrednosti u formulu (3):
w − i

w + 1
· 1 + 1

1− i
=

z − i

z + 2
· 2 + 2

2− i
. Sre±ivaǌem dobijamo T (z) =

3z + 2i

iz + 6
. N

PRIMER 22. Na²i bilinearno preslikavaǌe koje preslikava skup
{z ∈ C | |z − (1 + i)| < 2} u skup {w ∈ C | |w + i| > 1} .

2

1

i

T1(z)=z−(1+ i)

2

T2(z)=
1

z

1

2

1

T3(z)=2z −2i

T4(z)=z − i

Sl. 26

Na slici 26 su oznaqeni svi koraci u konstrukciji ovakvog preslikavaǌa
(T1 je translacija, T2 kompozicija inverzije i osne simetrije, T3 je homotetija,
a T4 ponovo translacija). Dobijamo da je

T (z) = (T4 ◦ T3 ◦ T2 ◦ T1)(z) =
−iz + 1 + i

z − 1− i
.

Primetimo da se 1 + i preslikava u ∞ i da se ∞ preslikava u −i . N
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PRIMER 23. Na²i bilinearno preslikavaǌe T (z) koje preslikava skup
A = {z ∈ C | |z| < 1} u skup B = {w ∈ C | Re(w) > 0} .

Rexeǌe. Odredimo najpre preslikavaǌe S(z) koje preslikava rub A′ =
{z ∈ C | |z| = 1} skupa A u rub B′ = {w ∈ C | Re(w) = 0} skupa B . Kako se
krug preslikava u pravu, vidimo da krug mora da sadr¼i taqku −d/c . Uzmimo,
na primer, da je −d/c = 1 i d = −1 , c = 1 . Daǉe, neka taqka sa kruga mora da
se preslikava u taqku w = 0 ; uzmimo, na primer, da je to taqka z = −1 . Vidimo
da je jedno preslikavaǌe koje zadovoǉava ove uslove S(z) = z+1

z−1 . Proverom
dobijamo da je, za ϕ 6= 0 i ϕ 6= π ,

A′ 3 eiϕ 7→ S(eiϕ) =
eiϕ + 1
eiϕ − 1

=
ei ϕ

2 + e−i ϕ
2

ei ϕ
2 − e−i ϕ

2
=

2 Re(ei ϕ
2 )

2i Im(ei ϕ
2 )
∈ B′.

Mo¼e se pokazati (tu ²emo qiǌenicu ovde prihvatiti bez dokaza) da, ako se
rub neke oblasti A bilinearnom funkcijom preslikava u neku krivu C , onda se
sama oblast A preslikava u jednu od oblasti koju ograniqava kriva C . U naxem
sluqaju, ako bismo izabrali da bude T (z) = S(z) , dobili bismo da je T (0) = −1 ,
xto bi znaqilo da se skup A preslikava u skup {w ∈ C | Re(w) < 0} . Zato jox
treba primeniti rotaciju za ugao π oko koordinatnog poqetka da bismo dobili
tra¼eno preslikavaǌe T (z) :

T (z) = eiπ · S(z) = −S(z) =
z + 1
1− z

.

Na slici 27 su prikazani neki podskupovi skupa A , krugovi, i ǌihove slike u
skupu B , koje su tako±e krugovi. N

i

−i
−i

i

T (z)

Sl. 27

U ovom odeǉku su navedene osnovne informacije o Mebijusovim transfor-
macijama. Zainteresovani uqenici mogu da pogledaju zanimǉiv i ilustrativan
kratki film o ovim preslikavaǌima i ǌihovoj vezi sa stereografskom projekci-
jom na:

https://www.youtube.com/watch?v=0z1fIsUNhO4.
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1.9. RAZNI ZADACI

41. Sa iste strane du¼i PQ konstruisana su tri sliqna trougla KPQ , QLP
i PQM , takva da je ]QPM = ]PQL = α , ]PQM = ]KPQ = β i ]PQK =
]LPQ = γ , pri qemu je α < β < γ . Dokazati da je trougao KLM sliqan sa
prva tri.

42. Unutar datog kvadrata ABCD konstruisani su jednakostraniqni trouglovi
ABK , BCL , CDM i DAN . Dokazati da su sredixta du¼i KL , LM , MN ,
NK i sredixta du¼i AK , BK , BL , CL , CM , DM , DN i AN temena
pravilnog dvanaestougla.

43. U ravni su dati trougao A1A2A3 i taqka P0 . Oznaqimo As = As−3 za
svaki prirodan broj s > 4 . Konstruiximo niz taqaka P0 , P1 , P2 , . . . tako da
se taqka Pk+1 dobija rotacijom taqke Pk za 120◦ u smeru kazaǉke na satu oko
taqke Ak+1 (k = 0 , 1, 2, . . . ). Dokazati da ako je P1986 = P0 , tada trougao
A1A2A3 mora biti jednakostraniqan.

44. Neka je ϕ = arcsin
3
5

. Dokazati da je sin 25ϕ jednak razlomku
p

525
, p ∈ Z ,

koji se ne mo¼e skratiti.

45. Na²i najve²u vrednost modula kompleksnog broja z ako je
∣∣∣∣z +

1
z

∣∣∣∣ = 1 .

46. Neka su z1 , z2 i z3 kompleksni brojevi takvi da va¼i |z1| = |z2| = |z3| = R
i z2 6= z3 . Dokazati da va¼i

min
a∈R

|az2 + (1− a)z3 − z1| = 1
2R

· |z1 − z2| · |z1 − z3|.

47. Dokazati da za prirodan broj m i proizvoǉan realan broj x va¼i

cos2m x =
1

22m

(
2 ·

m−1∑

k=0

(
2m

k

)
cos((2m− 2k)x) +

(
2m

m

))
.

48. Neka za z1, z2, . . . , zn ∈ C va¼i |z1| = |z2| = · · · = |zn| = R > 0 i
z1 + z2 + · · ·+ zn 6= 0 . Dokazati da tada va¼i jednakost

∣∣∣∣
z1 + z2 + · · ·+ zn

z2z3z4 · · · zn + z1z3z4 · · · zn + · · ·+ z1z2z3 · · · zn−1

∣∣∣∣ = R2−n.

49. Izraziti preko trigonometrijskih funkcija vixestrukog argumenta:
(a) cos5 x , (b) sin6 x .

50. Izraqunati: (a) ln(−i) , ln(−1 + i
√

3) ; (b) (−i)1+i , (−1 + i
√

3)i .

51. Na²i bilinearnu transformaciju T (z) koja preslikava taqke 0, 1, 6 redom
u taqke 2, 3, 4 .

52. Na²i bilinearnu transformaciju T (z) koja preslikava skup {z ∈ C |
|z| > 1, Im(z) > 0} na prvi kvadrant kompleksne ravni.
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1.10. REXEǋA

41. Neka su p , q , k , l i m kompleksni brojevi koji odgovaraju taqkama P , Q ,
K , L i M , sl. 28. Iz sliqnosti trouglova KPQ , QLP i PQM sledi da

je
k − q

p− q
=

q − p

l − p
=

p−m

q −m
. Ova tri koliqnika su jednaka sa

(k − q) + (q − p) + (p−m)
(p− q) + (l − p) + (q −m)

=
k −m

l −m
.

Sledi da je 4KLM sliqan sa prva tri.

M

P

L

Q

K

A B

CD

L

K

N

M

P1
P2 P4

Sl. 28 Sl. 29

42. Postavimo koordinatni sistem tako da je koordinatni poqetak centar datog
kvadrata, a da taqkama A , B , C , D odgovaraju, redom, brojevi −1−i , 1−i ,
1 + i , −1 + i , sl. 29. Oznaqimo sa P1 , P2 , P3 , P4 , P5 , P6 , P7 , P8 , P9 ,
P10 , P11 , P12 sredixta du¼i LM , AN , BL , MN , BK , CM , NK , CL ,
DN , KL , DM , AK i odgovaraju²im malim slovima kompleksne brojeve
pridru¼ene oznaqenim taqkama. Tada se lako raquna da je n =

√
3 − 1 ,

l = 1 − √
3 , m = (1 − √

3)i , p1 =
1−√3

2
+

1−√3
2

i , p2 =
√

3− 2
2

− 1
2

i ,

p3 =
2−√3

2
− 1

2
i . Zato je

(p3 − p2)(cos 150◦ + i sin 150◦) = (2−
√

3)
(
−
√

3
2

+
1
2

i
)

=
(

3
2
−
√

3
)

+
(
1−

√
3

2

)
i = p1 − p2,

xto znaqi da da su stranice P1P2 i P2P3 jednake, a ]P1P2P3 = 150◦ .
Sliqno se mo¼e dokazati i za ostale stranice i uglove dvanaestougla, pa je
on pravilan.

43. Neka je data taqka P0 koordinatni poqetak kompleksne ravni i neka taqkama
Ai (i = 1 , 2, . . . ), odnosno Pj (j = 0 , 1, 2, . . . ) odgovaraju kompleksni
brojevi ai , odnosno pj . Po uslovima zadatka va¼i

pk+1 = ak+1 + (pk − ak+1)ε, k = 0, 1, 2, . . . ,
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gde je ε = cos
2π

3
−i sin

2π

3
. Primeǌuju²i tu relaciju vixe puta i uzimaju²i

u obzir da je p0 = 0 , dobijamo

pk+1 = (1− ε)(ak+1 + akε + ak−1ε
2 + · · ·+ a1ε

k).

Po pretpostavci je

0 = p0 = p1986 = (1− ε)(a1986 + a1985ε + a1984ε
2 + · · ·+ a1ε

1985).

Uzimaju²i u obzir da je ε3 = 1 i

a1 = a4 = a7 = · · · , a2 = a5 = a8 = · · · , a3 = a6 = a9 = · · · ,

prethodna jednakost daje a3 + a2ε + a1ε
2 = 0 , xto se lako transformixe u

a3 − a1 = (a2 − a1)
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
.

To i znaqi da je trougao A1A2A3 jednakostraniqan.

44. Bi²e cos ϕ =
4
5

, pa iz Muavrove formule nalazimo

sin 25ϕ =
(

25
1

)
424 · 3
525

−
(

25
3

)
422 · 33

525
+

(
25
5

)
420 · 35

525
− · · ·+

(
25
25

)
325

525

=
1

525

[(
25
1

)
424 · 3−

(
25
3

)
422 · 33 +

(
25
5

)
420 · 35 − · · ·+ 325

]
.

Broj u zagradi nije deǉiv sa 5 jer su svi ǌegovi sabirci, osim posledǌeg,
deǉivi sa 5.

45. Neka je ρ = |z| ≥ 1 (zaxto ovo mo¼emo da pretpostavimo?). Na osnovu
nejednakosti trougla va¼i

|z| =
∣∣∣∣z +

1
z

+
−1
z

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣z +

1
z

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
−1
z

∣∣∣∣ , odakle sledi ρ− 1
ρ
≤ 1,

pa je ρ ≤ 1 +
√

5
2

. Da bismo zavrxili zadatak, primetimo da je za

z =
1 +

√
5

2
i , |z| = 1 +

√
5

2
i

∣∣∣∣z +
1
z

∣∣∣∣ = |i| = 1 , dakle |z|max =
1 +

√
5

2
.

46. Oznaqimo taqke u kompleksnoj ravni koje odgovaraju brojevima z1 , z2 , z3

sa A1 , A2 , A3 , redom. Primetimo da je sa z = az2 + (1 − a)z3 , a ∈ R ,
zadata jednaqina prave u kompleksnoj ravni, tako
da se minimum izraza |az2 + (1− a)z3 − z1| dosti¼e
kada je taqka A(z) zapravo podno¼je visine iz A1

na pravu A2A3 , sl. 30. Sada imamo da je mini-
mum tra¼enog izraza zapravo du¼ina visine iz teme-
na A1 na stranicu A2A3 trougla A1A2A3 , qiji je
polupreqnik opisanog kruga R , pa va¼i

A1

A2

A3

R

A

Sl. 30
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min
a∈R

|az2 + (1− a)z3 − z1| = AA1 =
A1A2 ·A1A3

2R
=

1
2R

· |z1 − z2| · |z1 − z3|.

47. Posmatrajmo broj z = cos x + i sin x . Tada je z + 1/z = 2 cos x , pa stepeno-
vaǌem sa 2m i korix²eǌem jednakosti zk + 1/zk = 2 cos(kx) dobijamo

cos2m x =
1

22m

(
z +

1
z

)2m

=
1

22m

( 2m∑

k=0

(
2m

k

)
z2m−2k

)

=
1

22m

(m−1∑

k=0

(
2m

k

)
z2m−2k +

2m∑

k=m+1

(
2m

k

)
z2m−2k +

(
2m

m

)
z0

)

=
1

22m

(
2 ·

m−1∑

k=0

(
2m

k

)
(z2m−2k + z2k−2m) +

(
2m

m

))

=
1

22m

(
2 ·

m−1∑

k=0

(
2m

k

)
cos((2m− 2k)x) +

(
2m

m

))
.

48. Neka je B = z1z2z3 · · · zn . Koriste²i w · w = |w|2 , imamo
∣∣∣∣

z1 + z2 + · · ·+ zn

z2z3z4 · · · zn + z1z3z4 · · · zn + · · ·+ z1z2z3 · · · zn−1

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
z1 + z2 + · · ·+ zn

B
z1

+ B
z2

+ · · ·+ B
zn

∣∣∣∣∣ =
|z1 + z2 + · · ·+ zn|

|B| · 1
R2 · |z1 + z2 + · · ·+ zn|

=
R2

|B| = R2−n.

49. (a) cos5 x =
1
16

(cos 5x + 5 cos 3x + 10 cos x) ;

(b) sin6 x = − 1
32

(cos 6x− 6 cos 4x + 15 cos 2x− 20) .

50. (a) ln(−i)− π

2
i , ln(−1 + i

√
3) = ln 2 +

2π

3
i ;

(b) (−i)1+i = −e
π
2 , (−1 + i

√
3)i = e

− 2π
3 (cos (ln 2) + i sin (ln 2)) .

51. T (z) =
9z + 6
2z + 3

.

52. Sva takva preslikavaǌa su oblika T (z) = iα
z + 1
z − 1

, α > 0 ili oblika T (z) =

α
z − 1
z + 1

, α > 0 .
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POLINOMI

2.9. SIMETRIQNI POLINOMI

Rexavaju²i probleme, susretali smo se sa polinomima vixe promenǉivih
oblika x2 +y2 , xy +yz + zx , xyzt , itd. Ovakve polinome, kod kojih se ,,zamenom
imena“ promenǉivih ne meǌa sam polinom, zva²emo simetriqnim polinomima.

DEFINICIJA 7. Polinom P (x1, x2, . . . , xn) je simetriqan ako za svaku
permutaciju σ skupa {1, 2, . . . , n} va¼i da je

P (x1, x2, . . . , xn) ≡ P (xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)).

Simetriqni polinomi su veoma va¼ni u matematici, a posebno se koriste u
Galoaovoj teoriji. Mi ²emo se ovde baviti samo nekim jednostavnim primerima.

Napomena. Svi polinomi koji se pojavǉuju u Vijetovim formulama su
simetriqni. Xtavixe, nazivaju se osnovnim simetriqnim polinomima i
oznaqavaju sa σk(x1, x2, . . . , xn) , gde je σk(x1, x2, . . . , xn) , za 1 ≤ k ≤ n , suma
svih

(
n
k

)
razliqitih proizvoda k razliqitih promenǉivih. Na primer,

σ1 = x1 + x2 + x3, σ2 = x1x2 + x2x3 + x3x1, σ3 = x1x2x3

su osnovni simetriqni polinomi od tri promenǉive. Slede²a teorema je speci-
jalan sluqaj ǋutnove teoreme o simetriqnim polinomima, koja u sliq-
nom obliku va¼i za n promenǉivih, ali ǌena formulacija i dokaz u opxtem
obliku izlaze iz okvira ovog dodatka.

TEOREMA 16. Ako je sn = xn
1 + xn

2 + xn
3 , n ∈ N ∪ {0} , onda va¼i

(1) sn = σ1 · sn−1 − σ2 · sn−2 + σ3 · sn−3.

Dokaz ove teoreme je jednostavan i ostavǉamo ga uqenicima za ve¼bu.

PRIMER 23. Ako je a + b + c = 0 , dokazati da va¼i

a5 + b5 + c5

5
=

a2 + b2 + c2

2
· a3 + b3 + c3

3
.
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Rexeǌe. Koriste²i prethodnu teoremu i formulu za kvadrat trinoma, do-
bijamo

a2 + b2 + c2 = (a + b + c)2 − 2(ab + bc + ca) = −2(ab + bc + ca),

a3 + b3 + c3 = (a + b + c)(a2 + b2 + c2)− (ab + bc + ca)(a + b + c) + 3abc = 3abc,

a5 + b5 + c5 = 0 · (a4 + b4 + c4)− (ab + bc + ca)(a3 + b3 + c3) + abc(a2 + b2 + c2)

= −3(ab + bc + ca)abc− 2(ab + bc + ca)abc = −5abc(ab + bc + ca),

qime smo dokazali tra¼eni identitet. N
PRIMER 24. U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina

xyz = 1, x + y + z = xy + yz + zx, x3 + y3 + z3 =
73
8

.

Rexeǌe. Ovo je simetriqan sistem i koristi²emo Vijetove formule i iden-
titet (1):

σ3 = 1, σ1 = σ2, σ1(σ2
1 − 2σ2)− σ2σ1 + 3σ3 =

73
8

.

Odavde dobijamo jednaqinu σ3
1 − 3σ2

1 − 49
8 = 0 , qije je jedino realno rexeǌe

σ1 = 7
2 . Sledi da su x , y i z rexeǌa jednaqine 2t3−7t2 +7t−2 = 0 , tj. sistem

ima 6 razliqitih realnih rexeǌa (x, y, z) , pri qemu je {x, y, z} = {1, 1
2 , 2} . N

PRIMER 25. Neka je n > 3 prirodan broj i neka za x1, x2, x3 ∈ C va¼i
xj

1 + xj
2 + xj

3 = n , za j ∈ {1, 2, 3} . Dokazati da je tada ispuǌeno

(x− x1)(x− x2)(x− x3) = x3 −
(

n

1

)
x2 +

(
n

2

)
x−

(
n

3

)
.

Rexeǌe. Koriste²i Vijetove formule, vidimo da je potrebno i dovoǉno da
doka¼emo da je σk =

(
n
k

)
. Po uslovima zadatka je σ1 = n , tj. σ1 =

(
n
1

)
. Daǉe,

σ2
1 − 2σ2 = n , i odatle σ2 =

(
n
2

)
.

Na kraju, koriste²i (1), imamo da je n = σ1 ·n−σ2 ·n+3σ3 , pa je σ3 =
(
n
3

)
. N

Napomena. Ovaj primer mo¼e da se uopxti na vrlo prirodan naqin, ali
bi se za dokaz onda koristila ǋutnova teorema o simetriqnim polinomima u
opxtem obliku i matematiqka indukcija.

2.10. LAGRAN�OVA INTERPOLACIONA FORMULA

Kao xto je dobro poznato, ako su u ravni date dve taqke, (x0, y0) i (x1, y1) ,
uz x0 6= x1 , onda postoji (taqno jedna) linearna funkcija P (x) = ax + b qiji
grafik sadr¼i te dve taqke i ǌen eksplicitan oblik je lako odrediti. On se
mo¼e zapisati u obliku

P (x) = y0
x− x1

x0 − x1
+ y1

x− x0

x1 − x0
.
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Pretpostavimo sada da je data (n + 1)-na taqka u ravni, (x0, y0) , (x1, y1) ,
. . . , (xn, yn) , sa razliqitim apscisama. Prirodno je zapitati se postoji li
polinom P (x) stepena maǌeg ili jednakog od n , takav da je P (xi) = yi za i ∈
{0, 1, . . . , n} . Ako postoji, mo¼emo li ga konstruisati?

Odgovor na oba pitaǌa je potvrdan. Metod za nala¼eǌe polinoma koji ²emo
ovde opisati, i koji nosi ime po Lagran¼u1 koji ga je objavio 1795. godine, prvi
je otkrio Voring2 1779. godine.

TEOREMA 17. Ako je data (n+1)-na taqka u ravni, (x0, y0) , (x1, y1) , . . . ,
(xn, yn) , pri qemu je xi 6= xj za i 6= j , tada postoji jedinstven polinom P (x)
stepena najvixe n , takav da je P (xi) = yi za i ∈ {0, 1, . . . , n} i taj polinom se
mo¼e zapisati kao

(2) P (x) =
n∑

i=0

[
yi

n∏

j=0
j 6=i

x− xj

xi − xj

]
.

Dokaz. Lako se vidi da je P (xi) = yi , za svako i ∈ {0, 1, 2, . . . , n} .

Za dokaz jedinstvenosti, pretpostavimo da polinom Q(x) stepena najvixe n
zadovoǉava da Q(xi) = yi za svako i ∈ {0, 1, 2, . . . , n} . Tada polinom P (x)−Q(x) ,
koji je tako±e stepena najvixe n , ima (n + 1)-nu razliqitu nulu, x0, x1, . . . , xn ,
odakle sledi P (x)−Q(x) ≡ 0 .

PRIMER 26. Odrediti kvadratni trinom P (x) takav da je P (1) = −1 ,
P (2) = 5 i P (4) = 0 .

Rexeǌe. Primenom forule (2) dobijamo

P (x) = (−1)
(x− 2)(x− 4)
(1− 2)(1− 4)

+ 5 · (x− 1)(x− 4)
(2− 1)(2− 4)

+ 0 · (x− 1)(x− 2)
(4− 1)(4− 2)

= −17
6

x2 +
29
2

x− 38
3

. N

PRIMER 27. Dat je prirodan broj n ≥ 2 . Neka je P (x) polinom s realnim
koeficijentima stepena n takav da va¼i P (x) = x

x+1 , za x ∈ {0, 1, . . . , n} . Na²i
P (n + 1) .

Prvo rexeǌe. Uvrstimo date vrednosti i x = n+1 u formulu (2). Dobijamo

P (n + 1) =
n∑

i=0

[
i

i + 1

n∏

j=0
j 6=i

n + 1− j

i− j

]

=
1
2
· (n + 1) · (n− 1)!
(−1)n−1 · 1 · (n− 1)!

+
2
3
· (n + 1)n · (n− 2)!
(−1)n−2 · 2! · (n− 2)!

+
3
4
· (n + 1)n(n− 1) · (n− 3)!

(−1)n−3 · 3! · (n− 3)!
+ · · ·+ n

n + 1
· (n + 1)!
(−1)0 · n!

1J. L. Lagrange (1736–1813), francuski matematiqar
2E. Waring (1736–1798), engleski matematiqar
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= (−1)n−1

(
1
2

(
n + 1

1

)
− 2

3

(
n + 1

2

)
+

3
4

(
n + 1

3

)
− · · ·

+ (−1)n−1 n

n + 1

(
n + 1

n

))
= (−1)n−1Sn.

Dobili smo priliqno komplikovanu sumu Sn za qije izraqunavaǌe treba da
primetimo da je 1

k+1

(
n+1

k

)
= 1

n+2

(
n+2
k+1

)
, kao i da predstavimo k

k+1

(
n+1

k

)
kao(

n+1
k

) − 1
k+1

(
n+1

k

)
. Vidimo da nam primena teoreme svakako daje polinom koji

tra¼imo, ali ponekad postoje i jednostavniji metodi da se rexe ovakvi problemi,
kao xto ²emo predstaviti u drugom rexeǌu.

Drugo rexeǌe. Posmatrajmo polinom Q(x) = (x + 1)P (x) − x . Ovo je
polinom stepena n + 1 koji, zbog uslova zadatka, ima za nule sve elemente skupa
{0, 1, 2, . . . , n} , ǌih n + 1 . Sledi da je Q(x) = cx(x − 1)(x − 2) · · · (x − n) , za
neko c ∈ R . Iz ovoga i iz definicije polinoma Q(x) sledi da je Q(−1) = 1 =
c(−1)n+1(n + 1)! , pa je c = (−1)n+1

(n+1)! . Sada dobijamo

Q(n + 1) =
(−1)n+1

(n + 1)!
(n + 1)n(n− 1) · · · 1 = (−1)n+1,

pa je P (n + 1) =
Q(n + 1) + n + 1

n + 2
=

{
1, n neparan,

n
n+2 , n paran.

Ovako smo dokazali i

da je

Sn =
n∑

k=1

(−1)k+1 k

k + 1

(
n + 1

k

)
=

{
1, n neparan,

− n
n+2 , n paran.

N

2.11. RAZNI ZADACI

70. Ako je a + b + c = 0 , dokazati da va¼i:

(a)
a7 + b7 + c7

7
=

a5 + b5 + c5

5
· a2 + b2 + c2

2
;

(b)
a7 + b7 + c7

7
· a3 + b3 + c3

3
=

(a5 + b5 + c5

5

)2

.

71. U skupu R rexiti sistem jednaqina

x + y + z = 0, x2 + y2 + z2 = x3 + y3 + z3, (x + y)(x + z)(y + z) = −2.

72. Odrediti polinom P (x) tre²eg stepena koji zadovoǉava jednakosti P (−2) =
5 , P (0) = 1 , P (4) = −3 i P (5) = 1 .
73. Neka je P polinom s celobrojnim koeficijentima, razliqit od konstante.
Obele¼imo sa n(P ) broj svih razliqitih celih brojeva k za koje je [P (k)]2 = 1 .
Dokazati da je n(P )− st(P ) 6 2 .
74. Neka je P1(x) = x2 − 2 i Pk(x) = P1(Pk−1(x)) za k = 2 , 3, . . . . Dokazati
da su za svako n ∈ N sva rexeǌa jednaqine Pn(x) = x realna i me±usobno
razliqita.
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75. Ako je n > 2 prirodan broj i x1, . . . , xn su rexeǌa jednaqine xn +x+1 = 0
u skupu C , izraqunati proizvod (1 + x1)(1 + x2) · · · (1 + xn) .
76. Ako polinom P (x) = x20 − 20x19 + a18x

18 + · · · + a2x
2 + a1x + 1 ima sve

realne i pozitivne korene, na²i sve koeficijente polinoma P (x) .
77. Na²i sve polinome oblika xn±xn−1±xn−2± · · ·±x± 1 , n ∈ N qije su sve
nule realne.
78. Dati su polinomi P (x) i Q(x) desetog stepena, sa realnim koeficijentima,
qiji su najstariji koeficijenti jednaki jedan. Ako jednaqina P (x) = Q(x) nema
realnih rexeǌa, dokazati da polinom P (x + 1)−Q(x− 1) ima bar jedan realan
koren.
79. Neka je P (x) polinom sa celobrojnim koeficijentima, takav da za tri cela
broja a, b, c va¼i P (a) = b , P (b) = c , P (c) = a . Dokazati da je a = b = c .
80. Neka je p(x) polinom sa celobrojnim koeficijentima takav da brojevi p(1) ,
p(2) i p(3) nisu deǉivi sa 3. Dokazati da p(x) nema celobrojnih nula.
81. Neka je r(x) polinom sa realnim koeficijentima, r(x) = 6x5 + ax4 + bx3 +
cx2 + dx + e . Ako za k ∈ {1, 2, 3, 4, 5} va¼i r(k) = 13k , na²i d .

2.12. REXEǋA

71. (−1,−1, 2) , (−1, 2,−1) i (2,−1,−1) .
72. P (x) = 5

42x3 − 1
14x2 − 55

21x + 1 .
73. Neka su a1 , a2 , . . . , ak celi brojevi za koje je P (ai) = 1 , i = 1 , 2, . . . , k ,

i b1 , b2 , . . . , bl celi brojevi za koje je P (bj) = −1 , j = 1 , 2, . . . , l . Tada
su ai koreni polinoma P (x)− 1 , pa va¼i

(3) P (x)− 1 = (x− a1)(x− a2) · · · (x− ak)Q(x),

gde je Q(x) polinom sa celobrojnim koeficijentima.
Ako je l 6 2 , tada va¼i k + l 6 k + 2 6 st(P ) + 2 . Ako je l > 2 , stavǉaju²i
u (3) x = bj (j = 1 , 2, . . . , l ) dobijamo

−2 = P (bj)− 1 = (bj − a1)(bj − a2) · · · (bj − ak)Q(bj),

odakle zakǉuqujemo da je svaki od brojeva bj − ai (i = 1 , 2, . . . , k ; j = 1 ,
2, . . . , l ) deliteǉ broja 2. Ako bi bilo k > 2 i, na primer, a1 < a2 < a3 ,
b1 < b2 < b3 i a1 < b1 , dobili bismo b3 − a1 > 3 , xto je nemogu²e. Zato je
k 6 2 , pa je k + l 6 2 + l 6 st(P ) + 2 .

74. Polinom Pk ima stepen dva puta ve²i od stepena polinoma Pk−1 (to sledi
iz rekurentne formule), a P1 ima stepen 2, dakle stepen polinoma Pk je 2k .
Ako je x = 2 cos α , bi²e P1(x) = 4 cos2 α − 2 = 2 cos 2α . Matematiqkom
indukcijom lako dokazujemo da je Pn(x) = 2 cos 2nα . Zato je jox dovoǉno
dokazati da jednaqina cos 2nα = cos α ima 2n razliqitih rexeǌa u in-
tervalu [0, π) (dvostruki kosinusi tih rexeǌa bi²e onda 2n razliqitih
realnih rexeǌa jednaqine Pn(x) = x).
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75. Brojevi xi + 1 su nule polinoma (x − 1)n + (x − 1) + 1 , qiji je slobodni
qlan (−1)n , pa je tra¼eni proizvod, po Vijetovim formulama, jednak 1 .

76. Po Vijetovim formulama, x1+x2+· · ·+x20 = 20 , x1x2 . . . x20 = 1 . Me±utim,
prema AG-nejednakosti je 1 = 20

√
x1x2 . . . x20 6 1

20 (x1 + x2 + · · ·+ x20) = 1 ,
pri qemu jednakost va¼i ako i samo ako je x1 = x2 = · · · = x20 = 1 , tj.
P (x) = (x− 1)20 .

77. Za n = 1 ili n = 2 lako se proveri da su to polinomi x − 1 , x + 1 ,
x2−x−1 , x2 +x−1 . Pretpostavimo sada da je n > 3 . Tada je x1x2 · · ·xn =
±1 . Da bismo primenili neku nejednakost izme±u sredina, prirodno je da
posmatramo kvadrate rexeǌa:

x2
1 + · · ·+ x2

n = (x1 + · · ·+ xn)2 − 2(x1x2 + · · ·+ xn−1xn) = 1± 2 = 3,

jer zbir kvadrata realnih brojeva mora biti nenegativan, i mora biti
x1x2 + · · · + xn−1xn = −1 , tj. koeficijent uz xn−2 mora biti −1 . Sle-
di 3

n = 1
n

(
x2

1 + · · ·+ x2
n

)
> n

√
x2

1 · · ·x2
n = 1 , pa mora biti n 6 3 . Proverom

se dobije da polinomi x3 − x2 − x + 1 i x3 + x2 − x − 1 imaju tri realne
nule.

78. Neka je P (x) = x10+p9x
9+· · ·+p1x+p0 i Q(x) = x10+q9x

9+· · ·+q1x+q0 . Iz
uslova zadatka znamo da polinom (p9−q9)x9 + · · ·+(p1−q1)x+(p0−q0) nema
realnih korena, pa ne mo¼e biti neparnog stepena, tj. mora biti p9 = q9 .
Sada imamo da va¼i P (x + 1)−Q(x− 1) = x10 + (p9 + 10)x9 + · · · − (x10 +
(q9 − 10)x9 + . . . ) = 20x9 + · · · , a kako polinom devetog stepena sa realnim
koeficijentima ima bar jedan realan koren, dokazali smo tvr±eǌe zadatka.

79. Ne umaǌuju²i opxtost, neka je a = max{a, b, c} . Iz zadatka 63(a) znamo
da mora da va¼i k(a − b) = P (a) − P (b) = b − c , za neko k ∈ Z . Sliqno,
l(b − c) = c − a i m(c − a) = a − b , za l,m ∈ Z . Primetimo da ukoliko
su neka dva od brojeva a, b, c jednaka, onda sva tri moraju biti me±usobno
jednaka.

Pretpostavimo sada a 6= b 6= c 6= a . Iz a − b = m(c − a) = ml(b − c) =
mlk(a − b) dobijamo mlk = 1 . Ovo je mogu²e samo ako je bar jedan od
brojeva m , l , k jednak 1 , xto je, kada uvrstimo u odgovaraju²u jednakost, u
kontradikciji sa uslovom da su brojevi a , b , c me±usobno razliqiti. Sledi
da mora biti a = b = c .

80. Pretpostavimo suprotno, da postoji ceo broj k takav da je p(k) = 0 . Ko-
riste²i zadatak 63(a), zakǉuqujemo da mora da va¼i k − 1 | p(k) − p(1) =
−p(1) , k− 2 | −p(2) , k− 3 | −p(3) . Me±utim, jedan od brojeva k− 1 , k− 2 ,
k − 3 mora biti deǉiv sa 3, xto je kontradikcija.

81. Polinom petog stepena q(x) = r(x) − 13x ima korene 1, 2, 3, 4, 5 , pa va¼i
q(x) = c(x−1)(x−2)(x−3)(x−4)(x−5) , za neko c ∈ R . Kako je koeficijent
uz x5 u polinomu r(x) , pa samim tim i u q(x) , jednak 6 , sledi da je c = 6 .
Dakle d = 6 · 5! · ( 1

1 + 1
2 + 1

3 + 1
4 + 1

5 ) + 13 = 1657 .



TRE�A GLAVA

REALNI BROJEVI

3.5. KANTOROV SKUP

Kada smo uveli pojmove prebrojivosti i neprebrojivosti skupova, sreli smo
se sa nekim tvr±eǌima koja se nisu slagala sa naxom intuicijom; takvo je, na
primer, tvr±eǌe da su skupovi Q i N ekvivalentni (,,imaju isti broj eleme-
nata“). Konstrukcija niza pozitivnih racionalnih brojeva opisana u odgovara-
ju²em dokazu (teorema 12 u ubeniku) nije bila takva da se mo¼e lako odrediti
n-ti qlan tog niza. Pomenimo ovde da slede²a rekurentna veza mo¼e da poslu¼i
u tu svrhu. Naime, uslovima

q0 = 1, qi+1 =
1

[qi] + 1− {qi} za i ∈ N ∪ {0},

gde je [x] ceo deo broja x , a {x} = x − [x] ǌegov razlomǉeni deo, odre±en je
Kalkin-Vilfov (Calkin-Wilf) niz u kojem se svaki pozitivan racionalan broj
pojavǉuje taqno jednom:

1
1
7−→ 1

2
7−→ 2

1
7−→ 1

3
7−→ 3

2
7−→ 2

3
7−→ 3

1
7−→ 1

4
7−→ 4

3
7−→ 3

5
7−→ 5

2
7−→ · · ·

U ovom odeǉku bavi²emo se jox jednom zanimǉivom i krajǌe neintuitiv-
nom konstrukcijom, qije je prouqavaǌe pomoglo u postavǉaǌu osnova klasiqne
topologije.

DEFINICIJA 10. Kantorov skup C se definixe na slede²i naqin:

C0 = [0, 1],

C1 =
[
0, 1

3

] ∪ [
2
3 , 1

]
,

C2 =
[
0, 1

9

] ∪ [
2
9 , 1

3

] ∪ [
2
3 , 7

9

] ∪ [
8
9 , 1

]
,

...

C =
∞⋂

n=0

Cn.

C0

C1

C2

C3

C4

Sl. 9
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Skup Cn+1 se dobija iz skupa Cn izbacivaǌem ,,sredǌe tre²ine“ svakog
od 2n zatvorenih intervala qija je unija Cn . Tako±e, va¼i x ∈ C ako i samo
x ∈ Cn za svako n ∈ N ∪ {0} .

Primetimo prvo da, ukoliko je y krajǌa taqka nekog od odseqaka qija je
unija skup Cn , tada je y tako±e krajǌa taqka nekog od odseqaka qija je unija
Cn+1 . Sledi da skup C sadr¼i sve brojeve oblika

m

3n
, n ∈ N , 0 ≤ m ≤ 3n , pa

je on najmaǌe prebrojiv.

Xta jox mo¼emo da ka¼emo o skupu C ? Da li je on zaista prebrojiv?
Sadr¼i li neki otvoreni interval? Sadr¼i li iracionalne brojeve? Sada
²emo dati odgovore na ova pitaǌa.

(1) Kantorov skup C ne sadr¼i nijedan interval (a, b) , a < b .

Neka je (a, b) ⊂ [0, 1] . Kako je 0 < b − a < 1 , sledi − log3(b − a) > 0 . Po
Arhimedovom svojstvu (teorema 4’), postoji prirodan broj m takav da je m · 1 >
− log3(b− a) , odakle dobijamo da je 3−m < b− a . Kako je Cm unija zatvorenih
intervala du¼ine 3−m , dobijamo da (a, b) 6⊂ Cm , pa samim tim (a, b) 6⊂ C .

(2) Kantorov skup se dobija izbacivaǌem ,,sredǌih tre²ina“ zatvorenih in-
tervala, pa je prirodno re²i da je ǌegova ,,du¼ina“ (precizan termin je ,,mera“)
jednaka du¼ini segmenta [0, 1] umaǌenoj za zbir du¼ina izbaqenih intervala:

1−
(1

3
+

2
9

+
4
27

+ · · ·+ 2n−1

3n
+ · · ·

)

= 1− 1
3

(
1 +

2
3

+
(2

3

)2

+ · · ·+
(2

3

)n

+ · · ·
)

= 0,

kao xto ²emo videti u glavi 4. Dakle ,,du¼ina“ Kantorovog skupa je jednaka
nuli.

(3) Kantorov skup je neprebrojiv.

Postoji lep dokaz ove qiǌenice koji koristi brojevni sistem sa osnovom 3.
Mi ²emo, me±utim, ovde predstaviti dokaz koji se bazira na originalnom Kan-
torovom dokazu za neprebrojivost intervala (0, 1) .

Pretpostavimo da je skup C prebrojiv, tj. C = {u1, u2, . . . , un, . . . } . Kon-
struisa²emo taqku iz C koja je razliqita od svih ui . Naime, kako je u1 ∈
C ⊂ [0, 1

3 ] ∪ [ 23 , 1] , a ova dva odseqka su me±usobno disjunktna, mo¼emo izabrati
onaj od ǌih koji ne sadr¼i u1 i oznaqiti ga sa I1 . Sada izaberimo jedan od dva
odseqka du¼ine 1/9 iz skupa C2∩I1 koji ne sadr¼i u2 i oznaqimo ga sa I2 . Nas-
tavǉaju²i na isti naqin, dobijamo niz umetnutih odseqaka I1 ⊃ I2 ⊃ I3 ⊃ . . . ,
koji po Kantorovom svojstvu (teorema 7) i zadatku 31, ima taqno jedan element
u preseku, oznaqimo ga sa u . Sada imamo u ∈ C , u 6= uk za svako k ∈ N , pa smo
dobili kontradikciju, tj. Kantorov skup je neprebrojiv.

(4) Sada je lako videti da Kantorov skup mora sadr¼ati iracionalne bro-
jeve, jer je neprebrojiv.

Kantorov skup poseduje jox neka zanimǉiva svojstva o kojima ovde ne mo¼emo
govoriti, jer bi to zahtevalo daǉe uvo±eǌe novih pojmova.
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3.6. KARDINALNI BROJEVI

U ovom odeǉku proxiri²emo naxa znaǌa o upore±ivaǌu beskonaqnih skupo-
va i, izme±u ostalog, odgovoriti na pitaǌa postavǉena na kraju odeǉka 3.4 u
ubeniku. Najpre uvedimo jednu uobiqajenu oznaku.

DEFINICIJA 11. Ako su skupovi A i B ekvivalentni (u smislu defini-
cije 8), kaza²emo da oni imaju isti kardinalni broj i pisa²emo

card A = card B.

Posebno, kardinalni broj prebrojivih skupova oznaqava²emo sa ℵ0
1, a kardi-

nalni broj skupova ekvivalentnih skupu realnih brojeva oznaqava²emo sa c (za
takve skupove jox ²emo re²i da imaju mo� kontinuuma).

Dakle, prema definiciji 11 i onom xto smo pokazali u odeǉku 3.4, va¼i

cardN = cardZ = cardQ = ℵ0, cardR = c.

Kako je N ⊂ R , prirodno bi bilo re²i i da je ,,ℵ0 < c“. Naravno, trebalo
bi najpre definisati relaciju poretka u skupu kardinalnih brojeva. To qinimo
narednom definicijom.

DEFINICIJA 12. Za skup A ka¼emo da je mo²i ne ve�e od skupa B i
pixemo card A 6 card B ako je skup A ekvivalentan nekom podskupu skupa B .

Ako je jox i card A 6= card B , onda ka¼emo da A ima
maǌu mo� od B i pixemo card A < card B .

Jasno je da je uslov card A 6 card B ekvivalentan
svakom od slede²ih:

• postoji 1–1 funkcija f : A → B (sl. 10);

• postoji funkcija g : B → A koja je na.

A f(A)

B

Sl. 10

Specijalno, kako je N ⊂ R i znamo da je cardN 6= cardR , mo¼emo zaista
pisati cardN < cardR , tj. ℵ0 < c .

Oznaka 6 uvedena prethodnom definicijom sugerixe da je req o relaciji
poretka. To je zaista taqno, ali dokaz te qiǌenice (preciznije, dokazi ǌene
antisimetriqnosti, kao i linearnosti tog poretka) daleko su od jednostavnih.
Zato bez dokaza navodimo slede²u teoremu.

TEOREMA 17. Relacija 6 izme±u kardinalnih brojeva je relacija line-
arnog poretka.

Videli smo (teorema 15 i zadaci 17 i 39) da je unija najvixe prebrojivo
mnogo prebrojivih skupova prebrojiv skup. Sliqni, pomalo ,,neobiqni“ zakǉuqci
va¼e i za skupove kardinalnosti c . Na primer, u zadatku 44 ovog dodatka se

1Qita se ,,alef-nula“ (alef – prvo slovo hebrejskog alfabeta)
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dokazuje da su skupovi taqaka intervala [a, b] i (a, b) (pa svakako i [a, b) , kao i
ceo skup R) me±usobno ekvivalentni. Na drugi naqin zapisano,

card(a, b) = card[a, b) = card[a, b] = c.

Za slede²u osobinu je sam Kantor, ,,otac“ teorije kardinalnih brojeva,
pisao: ,,vidim, ali ne verujem“.

TEOREMA 18. Skupovi R2 i R su ekvivalentni.

Dakle, cardR2 = c , odakle se lako indukcijom dobija da je cardRn = c za
sve n ∈ N . Kako je oqigledno C ∼ R2 , to je i cardC = c .

Dokaz. Na osnovu zadatka 44 znamo da je R ∼ [0, 1) , pa je dovoǉno dokazati
da je poluzatvoreni kvadrat B = [0, 1)2 ekvivalentan intervalu A = [0, 1) .
Oqigledno je card A 6 card B . S druge strane, svakoj taqki (x, y) ∈ B , gde su
x = 0,x1x2 . . . i y = 0,y1y2 . . . decimalni zapisi brojeva x i y , pridru¼imo
realni broj z = 0,x1y1x2y2 · · · ∈ A . Lako se vidi da je ovo preslikavaǌe 1-1, xto
znaqi da je card B 6 card A . Na osnovu teoreme 17 sledi da je card A = card B .

Lako se pokazuje (zadaci 42 i 43 u ubeniku) da svaki beskonaqan skup sadr¼i
prebrojiv podskup, kao i da je svaki podskup prebrojivog skupa konaqan ili pre-
brojiv. U skladu sa uvedenom definicjom, to znaqi da je ℵ0 najmaǌi beskonaqan
kardinalni broj. A da li postoje kardinalni brojevi ve²i od c? Odgovor daje
slede²a

TEOREMA 19. (Kantor) Za proizvoǉan skup A va¼i

card A < cardP(A),

gde je P(A) partitivni skup (tj. skup svih podskupova) skupa A .

Dokaz. Tvr±eǌe card A 6 cardP(A) je trivijalno, te je samo potrebno da
doka¼emo da ne mo¼e biti card A = cardP(A) . Pretpostavimo suprotno – da
postoji bijekcija f : A → P(A) . Oznaqimo sa X slede²i skup (sl. 11):

X = {x ∈ A | x /∈ f(x) }.
Kako je X ⊂ A , to je X ∈ P(A) , pa, kako je funkcija f na, postoji a ∈ A ,

takav da je f(a) = X . Da li element a pripada skupu X ili ne? Ako bi
bilo a ∈ X = f(a) , na osnovu definicije skupa X
sledilo bi da element a ne zadovoǉava definicioni
uslov x /∈ f(x) , tj. da a /∈ X . U drugom mogu²em
sluqaju, ako bi bilo a /∈ X = f(a) , sledilo bi,
po definiciji skupa X , da a ∈ X . Dakle, u oba
sluqaja dobijamo kontradikciju, pa zakǉuqujemo da
funkcija f ne mo¼e biti na. A P(A)

X

a

a

f

X

Sl. 11

Pretpostavǉamo da su neki uqenici primetili da je ideja navedenog dokaza
Kantorove teoreme blisko povezana sa poznatim ,,paradoksom berberina“, qija
jedna formulacija glasi:
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U nekom selu postoji samo jedan berberin koji brije sve stanovnike
tog sela izuzev onih koji se sami briju. Ko brije tog berberina?

Modifikacija ovog klasiqnog paradoksa, iskazana na jeziku skupova, pred-
stavǉa poznati Raselov2 paradoks, koji je poqetkom XX veka izazvao krizu u za-
snivaǌu teorije skupova (pa time i qitave matematike). Ova kriza je motivisala
preciznije, aksiomatsko uvo±eǌe osnovnih pojmova vezanih za skupove.

Kao xto znamo, ako neki konaqan skup ima n elemenata, tada ǌegov parti-
tivni skup ima 2n elemenata. Po analogiji se zato oznaqava cardP(A) = 2card A .
Prema dokaznoj teoremi 19, va¼i

c < 2c < 22c

< · · · ,

tj. postoji beskonaqno mnogo razliqitih beskonaqnih kardinalnih brojeva.

Name²e se i pitaǌe odnosa izme±u brojeva 2ℵ0 i c . Odgovor daje jox jedna
teorema koju navodimo bez dokaza.

TEOREMA 20. Va¼i P(N) ∼ R , tj. 2ℵ0 = c .

Mo¼e se jox postaviti pitaǌe da li postoji neki kardinalni broj koji se
nalazi strogo izme±u ℵ0 i c . Pretpostavka da je odgovor na ovo pitaǌe odreqan
nazvano je kontinuum-hipotezom. Xezdesetih godina XX veka dokazano je
(P. Koen3) da ta hipoteza ne mo¼e biti ni dokazana ni opovrgnuta u okviru
poznatih aksiomatskih sistema teorije skupova. Drugim reqima, ǌen logiqki
status je sliqan statusu aksiome paralelnosti u odnosu na ostale aksiome euk-
lidske geometrije.

3.7. RAZNI ZADACI

44. Dokazati da je [0, 1] ∼ (0, 1) .

45. Ako je A prebrojiv skup, takav je i An , n ∈ N . Dokazati.

46. (a) Dokazati da je skup svih polinoma sa celobrojnim koeficijentima pre-
brojiv.

(b) Dokazati da je skup svih algebarskih brojeva prebrojiv, a skup svih
transcendentnih realnih brojeva neprebrojiv (videti definiciju 5 u drugoj
glavi).

47. Dokazati: 1◦ unija beskonaqnog skupa A i najvixe prebrojivog skupa B je
skup qija je mo² ista kao i skupa A ; 2◦ kardinalni broj neprebrojivog besko-
naqnog skupa A se ne meǌa ako mu oduzmemo najvixe prebrojiv skup B .

48. Dokazati da je svaka familija disjunktnih intervala iz R najvixe prebro-
jiva.

2B. Russell (1872–1970), engleski filozof
3P. Cohen (1934–2007), ameriqki matematiqar
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49. Unija najvixe prebrojivo mnogo skupova kardinalnog broja c ima kardinalni
broj c . Dokazati.

50. Skup svih funkcija f : [0, 1] → R ima mo² koja je strogo ve²a od mo²i
kontinuuma. Dokazati.

3.8. REXEǋA

44. Posmatrajmo proizvoǉan niz razliqitih taqaka segmenta [0, 1] qija prva dva
qlana su krajevi tog segmenta: x1 = 0 , x2 = 1 , x3 , . . . , xn , . . . . Tada
brojevi x3 , x4 , . . . le¼e unutar intervala (0, 1) , a isto va¼i i za ostale
taqke segmenta [0, 1] koje nisu qlanovi uoqenog niza. Bijekcija f izme±u
taqaka segmenta i intervala mo¼e se uspostaviti, na primer, na slede²i
naqin:

f(x1) = x3, f(x2) = x4, . . . , f(xn) = xn+2, . . . , f(y) = y za y 6= xi , i ∈ N .

45. Koristiti metod matematiqke indukcije i zadatak 17.

46. (a) Koriste²i prethodni zadatak najpre dokazati da je skup polinoma sa
celobrojnim koeficijentima fiksiranog stepena n prebrojiv. Zatim isko-
ristiti zadatak 39.

Napomena. Iz rezultata ovog zadatka na drugi naqin (bez korix²eǌa Li-
uvilove teoreme 2.11) sledi da postoje transcendentni brojevi (ali se ne
dobija nijedan konkretan primer takvog broja).

47. 1◦ Postoji prebrojiv skup C ⊂ A (zadatak 43). Ako oznaqimo D = A \ C ,
tvr±eǌe sledi iz A = D ∪ C i A ∪ B = D ∪ (C ∪ B) , jer je C ∼ C ∪ B .
2◦ Skup C = A \B je beskonaqan, pa je na osnovu 1◦ , C ∪B ∼ C .

48. U svakom od intervala te familije izaberimo racionalan broj; zbog dis-
junktnosti pomenutih intervala, ti brojevi su me±usobno razliqiti. Time
je definisana jedna 1–1 funkcija iz skupa intervala u prebrojiv skup Q ,
pa je i sama ta familija najvixe prebrojiva.

49. Nije ograniqeǌe opxtosti ako pretpostavimo da su skupovi Ak disjunktni.
Va¼i Ak ∼ [k, k + 1) , pa je unija skupova Ak ekvivalentna najvixe pre-
brojivoj uniji intervala [k, k + 1) , dakle nekom (konaqno ili beskonaqnom)
intervalu realne prave, a svaki od takvih intervala ima kardinalni broj c .

50. Ima bar onoliko funkcija datog oblika koliko ima funkcija f : [0, 1] →
{0, 1} , a ovih posledǌih ima 2c , dakle strogo vixe od c .



QETVRTA GLAVA

NIZOVI

4.6. PODNIZOVI. TAQKE NAGOMILAVAǋA.
GORǋI I DOǋI LIMES

U najve²em delu osnovnog teksta ovog ubenika bavili smo se uglavnom ni-
zovima koji imaju (jedinstveno odre±enu) graniqnu vrednost (konaqnu ili besko-
naqnu). Pomiǌali smo, me±utim, i primere nizova koji nemaju limes; podsetimo
se nekih od ǌih,

PRIMER 47. 1◦ Niz an = (−1)n nema graniqnu vrednost. Naime, za
n = 2k , k ∈ N , je a2k = 1 , a za n = 2k − 1 , k ∈ N , je a2k−1 = −1 , pa ne mo¼e
postojati broj b kome su svi qlanovi niza poqev od nekog ,,proizvoǉno blizu“.
Ovaj niz je ipak ograniqen, oqigledno je |an| 6 1 za sve n ∈ N .

2◦ Niz an = n(−1)n

je neograniqen, ali ne te¼i (nijednoj) beskonaqnosti.
Naime, za parno n je a2k = 2k i te vrednosti te¼e +∞ kad k →∞ , a za neparno
n je a2k−1 = 1

2k−1 → 0 kad k →∞ . N
Navedeni primeri sugerixu uvo±eǌe slede²ih pojmova.

DEFINICIJA 12. Ako je (an)∞n=1 niz realnih brojeva i (nk)∞k=1 je stro-
go rastu²i niz prirodnih brojeva, onda za niz (ank

)∞k=1 ka¼emo da je podniz
niza (an)∞n=1 . Ako neki od podnizova niza (an) ima (konaqnu ili beskonaqnu)
graniqnu vrednost lim

k→∞
ank

= a , onda ka¼emo da je a taqka nagomilavaǌa
niza (an) .

Nizovi iz primera 47 imali su po dve taqke nagomilavaǌa, dok svi nizovi
koji imaju limes (i samo oni) oqigledno imaju taqno jednu taqku nagomilavaǌa.
Specijalno, ta taqka nagomilavaǌa kod konvergentnog niza je konaqna. Jasno je
da postoje nizovi sa tri, qetiri, . . . taqaka nagomilavaǌa. Ali da li postoji
niz sa beskonaqno mnogo taqaka nagomilavaǌa? I da li postoji niz koji nema
nijednu taqku nagomilavaǌa? Potvrdan odgovor na prvo pitaǌe daje slede²i
primer.
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PRIMER 48. Neka je {an | n ∈ N} bilo koji prebrojiv skup realnih
brojeva. Posmatrajmo slede²u (beskonaqno puta beskonaqno) tablicu:

a1 a1 a1 . . . a1 . . .
a2 a2 a2 . . . a2 . . .
a3 a3 a3 . . . a3 . . .
...

an an an . . . an . . .
...

Prema zadatku 39 glave 3, u ovoj tablici ima prebrojivo mnogo qlanova (prebro-
jiva unija prebrojivih skupova je prebrojiva), pa se ti qlanovi mogu pore±ati u
niz (na primer, dijagonalnim postupkom). Dobijeni niz ima oqigledno, izme±u
ostalih, podnizove oblika (an, an, . . . , an, . . . ) za svako n ∈ N , pa je svaki broj
an ǌegova taqka nagomilavaǌa. N

Kako, dakle, niz mo¼e imati beskonaqno mnogo taqaka nagomilavaǌa, netri-
vijalno je pitaǌe da li me±u ǌima postoje najve²a i najmaǌa. Odgovor na to,
kao i na pitaǌe o postojaǌu bar jedne taqke nagomilavaǌa proizvoǉnog niza daje
slede²a teorema qiji dokaz ovde ne navodimo.

TEOREMA 17. (a) Svaki niz realnih brojeva ima bar jednu (konaqnu ili
beskonaqnu) taqku nagomilavaǌa.

(b) Me±u ǌegovim taqkama nagomilavaǌa uvek postoje najmaǌa i najve²a.

U prethodnom iskazu podrazumeva se da je −∞ < x < +∞ za svako x ∈ R .
Svojstva nizova iz navedene teoreme opravdavaju uvo±eǌe slede²ih pojmova.

DEFINICIJA 13. Neka je (an) niz realnih brojeva i neka su ` i L ǌego-
va najmaǌa, odnosno najve²a taqka nagomilavaǌa (one mogu biti realni brojevi
ili simboli +∞ , −∞). Element ` nazivamo doǌi limes ili limes in-
ferior niza (an) i oznaqavamo sa lim inf an ili lim an . Element L nazivamo
gorǌi limes ili limes superior niza (an) i oznaqavamo sa lim sup an ili
lim an .

Prema reqenom, za nizove iz primera 47 va¼i slede²e:
1◦ niz an = (−1)n ima dva konvergentna podniza a2k = 1 i a2k−1 = −1

qijim qlanovima se iscrpǉuju svi qlanovi niza, pa on ima taqno dve taqke
nagomilavaǌa – brojeve 1 i −1 . On, dakle, nema limes, ali je lim an = 1 i
lim an = −1 ;

2◦ niz an = n(−1)n

tako±e ima dva ,,karakteristiqna“ podniza, pri qemu je
a2k = 2k → +∞ i a2k−1 = 1

2k−1 → 0 , pa su taqke nagomilavaǌa ovog niza 0 i
+∞ i prva od ǌih je ǌegov doǌi, a druga gorǌi limes.

PRIMER 49. Posmatrajmo niz an = 1 +
n

n + 1
cos

nπ

2
. ǋegovi ,,karakte-

ristiqni“ podnizovi su
a2k−1 = 1 → 1, a4k = 1 +

4k

4k + 1
→ 2, a4k−2 = 1− 4k − 2

4k − 1
→ 0.

Dakle, taqke nagomilavaǌa ovog niza su 0 , 1 i 2 , pa je lim an = 2 i lim an = 0 . N
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Razmatraǌe podnizova datog niza je ponekad potrebno i u sluqajevima kada
niz ima graniqnu vrednost.

PRIMER 50. Dokazati da je niz (an) , definisan sa a1 = 0 , an+1 =
an + 2
an + 1

,
n ∈ N , konvergentan i na²i mu limes.

Rexeǌe. Ako bismo znali da niz konvergira, ǌegovu graniqnu vrednost a
bismo lako naxli: prelazom na limes u definicionoj relaciji dobili bismo da

je a =
a + 2
a + 1

, odakle bi sledilo a2 = 2 . Kako su svi qlanovi niza nenegativni,

takav je i ǌegov limes, tako da bi sledilo da je a = lim
n→∞

an =
√

2 . Tako±e,
primetimo da za svako n ∈ N va¼i

(1) an+2 =
an+1 + 2
an+1 + 1

=

an + 2
an + 1

+ 2

an + 2
an + 1

+ 1
=

3an + 4
2a3 + 3

,

odakle sledi da je

(2) an+2 − an =
2(a2

n − 2)
2an + 3

.

Prvih nekoliko qlanova ovog niza su 0 , 2 ,
4
3

,
10
7

,
24
17

. . . Naslu²ujemo da niz

nije monoton, ali da su takvi ǌegovi podnizovi (a2k−1) i (a2k) , preciznije, da
je prvi od ǌih rastu²i, a drugi opadaju²i. Tako±e (s obzirom da oqekujemo da je
graniqna vrednost oba ova podniza jednaka

√
2), trebalo bi da je a2k−1 <

√
2 i

a2k >
√

2 za sve k ∈ N . Doka¼imo navedena tvr±eǌa matematiqkom indukcijom.

Za podniz (a2k−1) va¼i 0 = a1 <
√

2 i a1 = 0 < 4
3 = a3 (baza indukcije),

a iz pretpostavke da va¼i a2k−1 <
√

2 i a2k−1 < a2k+1 , na osnovu (2) sledi da
je a2k+1 <

√
2 i a2k+1 < a2k+3 (induktivni korak). Time su tvr±eǌa za podniz

(a2k−1) dokazana; za podniz (a2k) dokazuju se sliqno.

Prema dokazanom, podnizovi (a2k−1) i (a2k) konvergiraju – oznaqimo
lim

n→∞
a2k−1 = x , lim

n→∞
a2k = y . Kako ti podnizovi zadovoǉavaju istu rekurent-

nu vezu (1) , to prelaskom na limes dobijamo da va¼i x =
3x + 4
2x + 3

i y =
3y + 4
2y + 3

.

Dobijena jednaqina ima samo jedno nenegativno rexeǌe (jednako
√

2), te zakǉu-
qujemo da postoji limes datog niza i da je jednak upravo

√
2 .

Pomenimo da se, u ovom primeru, do rezultata moglo do²i i nala¼eǌem
eksplicitnog izraza za opxti qlan niza, ali da qesto to nije sluqaj. N

4.7. REDOVI

U osnovnom tekstu ubenika smo uveli pojam reda
∞∑

n=1
an sa opxtim qlanom

an i rekli smo da taj red konvergira ako postoji konaqan lim
n→∞

Sn = S , gde je
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Sn =
n∑

k=1

ak delimiqni zbir tog reda. U navedenom sluqaju, ka¼emo da je broj S

zbir datog reda. U protivnom, dakle ako lim
n→∞

Sn ne postoji ili je beskonaqan,
dati red divergira.

Naveli smo nekoliko primera redova qiji se delimiqni zbirovi mogu re-
lativno lako na²i, tj. napisati u pogodnom obliku za nala¼eǌe zbira S (ili
dokazivaǌe da takav konaqan zbir ne postoji), ali smo odmah upozorili da je
takav naqin ispitivaǌa konvergencije reda priliqno retko mogu². Zbog toga
je osnovni problem teorije redova ispitivaǌe ǌihove konvergencije, pri qemu
sama informacija o tome mo¼e da se koristi za neke dodatne zakǉuqke (ponekad
i za nala¼eǌe zbira).

U ovom odeǉku navodimo samo nekoliko najjednostavnijih rezultata ove veo-
ma obimne teorije.

Poqnimo jednim sasvim jednostavnim, ali vrlo korisnim rezultatom.

TEOREMA 18. Ako red
∞∑

n=1
an konvergira, onda je lim

n→∞
an = 0 .

Dokaz. S obzirom da za niz delimiqnih suma Sn =
n∑

k=1

ak va¼i lim
n→∞

Sn =

S ∈ R , to je lim
n→∞

an = lim
n→∞

(Sn − Sn−1) = S − S = 0 .

Dakle, uslov da opxti qlan reda an te¼i nuli je neophodan da bi red
∞∑

n=1
an

konvergirao. Zadaci 149 i 161 pokazuju da taj uslov nije dovoǉan, tj. da postoje
(ustvari, postoje mnogi) redovi koji divergiraju iako im opxti qlan te¼i nuli.
Ipak je informacija koju daje teorema 18 vrlo korisna, jer iskǉuquje potrebu
razmatraǌa mnogih redova.

PRIMER 51. Redovi
∞∑

n=1
(−1)n ,

∞∑
n=1

n
√

n i
∞∑

n=1

nn

n!
divergiraju jer im opx-

ti qlanovi ne te¼e nuli. N

1. REDOVI SA POZITIVNIM QLANOVIMA

Ispitivaǌe konvergencije redova qiji opxti qlanovi te¼e nuli znatno je
jednostavnije kod specijalne klase redova kod kojih su ti qlanovi stalnog zna-
ka. S obzirom da, kao i kod nala¼eǌa limesa, vrednosti prvih konaqno mnogo
sabiraka reda ne utiqu na to da li ²e on konvergirati ili ne (naravno, utiqu

na vrednost zbira ako on postoji), kaza²emo (pomalo neprecizno) da je
∞∑

n=1
an

red sa pozitivnim qlanovima ako postoji n0 ∈ N takav da je an > 0 kad-
god je n > n0 . Prvo, skoro oqigledno, svojstvo takvih redova dato je slede²im
tvr±eǌem.

TEOREMA 19. Red
∞∑

n=1
an s pozitivnim qlanovima konvergira ako i samo

ako je niz (Sn) ǌegovih delimiqnih suma ograniqen odozgo.
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Dokaz. Zbog Sn+1 = Sn + an+1 > Sn za n > n0 , niz (Sn) je rastu²i, pa
tvr±eǌe sledi iz teoreme o monotonom nizu.

Zakǉuqci o ponaxaǌu mnogih redova mogu se izvesti iz slede²eg pravila
pore�eǌa.

TEOREMA 20. Neka je 0 6 an 6 bn za n > n0 . Tada:

1◦ ako red
∞∑

n=1
bn konvergira, onda i red

∞∑
n=1

an konvergira;

2◦ ako red
∞∑

n=1
an divergira, onda i red

∞∑
n=1

bn divergira.

Dokaz. 1◦ Oznaqimo sa Sn =
n∑

k=1

ak i S′n =
n∑

k=1

bk delimiqne zbirove ovih

redova. Ne umaǌuju²i opxtost razmatraǌa, mo¼emo pretpostaviti da je n0 = 1 ,
tj. da nejednakost an 6 bn va¼i za sve n ∈ N . Tada direktno sledi da je Sn 6 S′n
za sve n ∈ N . Na osnovu prethodne teoreme, ako je red

∞∑
n=1

bn konvergentan, onda

je niz (S′n) ograniqen odozgo; na osnovu prethodnog je onda i niz (Sn) ograniqen

odozgo, pa i red
∞∑

n=1
an konvergira.

2◦ Ovo tvr±eǌe je tako±e taqno, kao kontrapozicija dokazanog tvr±eǌa 1◦ .

PRIMER 52. 1◦ Red
∞∑

n=1

1
n2

konvergira. Naime, va¼i

1
n2

<
1

n(n− 1)
, n > 2,

a za red
∞∑

n=2

1
n(n− 1)

se sasvim jednostavno dokazuje da konvergira (i da mu je

zbir jednak 1, v. primer 44 u ubeniku).

Pomenimo da odre±ivaǌe zbira reda
∞∑

n=1

1
n2

uopxte nije jednostavno. Svo-

jevremeno (poqetkom XVIII veka) to je bio quveni Bazelski problem koji je dugo
bio nerexen. Rezultat ∞∑

n=1

1
n2

=
π2

6

prvi je dobio Ojler, xto je bio ujedno prvi od vrlo velikog broja ǌegovih do-
prinosa raznim granama matematike.

2◦ Red
∞∑

n=1

1
nx

konvergira i za x > 2 , jer je, oqito, tada
1
nx

6 1
n2

za sve
n ∈ N .

3◦ Red
∞∑

n=1

1
nx

divergira za 0 < x < 1 . Naime, jasno je da va¼i
1
nx

6 1
n

za sve n ∈ N , a znamo da harmonijski red
∞∑

n=1

1
n

divergira (v. zadatak 149 u

ubeniku). Na primer, red
∞∑

n=1

1√
n

divergira.

4◦ Najzad, razmotrimo sluqaj kada je 1 < x < 2 i doka¼imo da i tada red
∞∑

n=1

1
nx

red konvergira.
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Neka je Sm =
m∑

n=1

1
nx

m-ta delimiqna suma ovog reda. Kako su svi qlanovi

ovog reda pozitivni, va¼i Sm < S2m+1 . Sada imamo:

S2m+1 =
1
1x

+
1
2x

+
1
3x

+ · · ·+ 1
(2m− 2)x

+
1

(2m− 1)x
+

1
(2m)x

+
1

(2m + 1)x

<
x>1

1
1x

+
1
2x

+
1
2x

+ · · ·+ 1
(2m− 2)x

+
1

(2m− 2)x
+

1
(2m)x

+
1

(2m)x

= 1 +
2
2x

(
1
1x

+
1
2x

+
1
3x

+ · · ·+ 1
mx

)
= 1 +

2
2x
· Sm.

Odavde dobijamo da je Sm < 1 +
2
2x
· Sm , pa Sm <

(
1− 2

2x

)−1

, jer je 1− 2
2x

> 0
zbog x > 1 .

Niz (Sm) delimiqnih suma je rastu²i i odozgo ograniqen, pa je konvergen-

tan, qime smo dokazali da red
∞∑

n=1

1
nx

konvergira.

5◦ Iz svega navedenog zakǉuqujemo da red
∞∑

n=1

1
nx

konvergira ako i samo ako
je x > 1 . Drugim reqima, funkcija

ζ(x) =
∞∑

n=1

1
nx

je definisana ako i samo ako je x > 1 . Ova funkcija ima mnoge primene u raznim
granama matematike (posebno u teoriji brojeva) i obiqno se naziva Rimanovom1

zeta-funkcijom. N

PRIMER 53. Red
∞∑

n=1
tg

1
n

divergira. Naime, poznato je da za 0 < x <
π

2

va¼i tg x > x , pa je tg
1
n

>
1
n

za n ∈ N . Kako red
∞∑

n=1

1
n

divergira, to na

osnovu kriterijuma pore±eǌa divergira i dati red. N
Ispitivaǌe konvergencije reda pomo²u pravila pore±eǌa qesto je jednos-

tavnije ako se koristi ǌegova slede²a posledica.

POSLEDICA 1. Neka je an > 0 i bn > 0 za n > n0 i neka postoji
lim

n→∞
an

bn
= C . Tada:

1◦ ako je 0 6 C < +∞ i red
∞∑

n=1
bn konvergira, onda i red

∞∑
n=1

an konver-
gira;

2◦ ako je 0 < C 6 +∞ i red
∞∑

n=1
bn divergira, onda i red

∞∑
n=1

an divergira.

Specijalno, ako je 0 < C < +∞ , onda redovi
∞∑

n=1
an i

∞∑
n=1

bn konvergiraju
ili divergiraju istovremeno.

1B. Riemann (1826–1866), nemaqki matematiqar
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Dokaz. Dokaza²emo tvr±eǌe u navedenom specijalnom sluqaju; dokaz je u
ostalim sluqajevima sliqan.

Neka je, dakle, lim
n→∞

an

bn
= C i 0 < C < +∞ . Tada za svako ε > 0 postoji

n0 ∈ N , takvo da za n > n0 va¼i

C − ε <
an

bn
< C + ε,

pri qemu ε mo¼emo tako izabrati da je C − ε > 0 . Iz prethodnog sledi da je
(C − ε)bn < an < (C + ε)bn za n > n0 . Kako mno¼eǌe konstantom ne utiqe na
konvergenciju reda, tvr±eǌe neposredno sledi primenom teoreme 20.

PRIMER 54. Red
∞∑

n=1

1√
n2 + 1

divergira. Naime, va¼i

lim
n→∞

1√
n2+1
1
n

=
n√

n2 + 1
= 1,

a harmonijski red divergira.
Primetimo da u ovom primeru neposredna primena kriterijuma pore±eǌa ne

bi dala rezultat. Zaista, va¼i
1√

n2 + 1
<

1
n

za sve n ∈ N , pa nisu ispuǌeni

uslovi za direktnu primenu teoreme 20. N

2. REDOVI SA QLANOVIMA PROMEN�IVOG ZNAKA

Ispitivaǌe redova qiji qlanovi meǌaju znak znatno je slo¼enije od onih kod
kojih je znak (poqev od nekog qlana) konstantan. Naime, sem opxteg neophodnog
uslova konvergencije, izra¼enog teoremom 18, nixta od prethodno navedenog ne
va¼i za takve redove (prepuxtamo qitaocu da konstruixe odgovaraju²e primere).
Prvi korak u prouqavaǌu takvog reda je obiqno ispitivaǌe ǌegove apsolutne
konvergencije – ovaj pojam se uvodi slede²om definicijom.

DEFINICIJA 14. Za red
∞∑

n=1
an se ka¼e da apsolutno konvergira

ako je konvergentan red
∞∑

n=1
|an| .

Bez dokaza navodimo slede²e tvr±eǌe.

TEOREMA 21. Ako red
∞∑

n=1
an apsolutno konvergira, onda on konvergira.

Kao xto ²emo odmah pokazati, obrat teoreme 21 ne va¼i, tj. postoje redovi
koji konvergiraju, ali ne konvergiraju apsolutno. Za takve redove se ka¼e da
uslovno konvergiraju. U daǉem ²emo se koristiti slede²om teoremom, po-
mo²u koje se, izme±u ostalog, mogu konstruisati jednostavni primeri uslovno
konvergentnih redova.

TEOREMA 22. [Lajbnicovo pravilo] Ako je (cn) opadaju²i niz (pozi-

tivnih) realnih brojeva koji te¼i nuli kad n → ∞ , tada red
∞∑

n=1
(−1)n−1cn

konvergira.
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Dokaz. Delimiqnu sumu S2n datog reda napiximo u obliku

S2n = (c1 − c2) + (c3 − c4) + · · ·+ (c2n−1 − c2n),

odakle se vidi da je niz (S2n)∞n=1 rastu²i. Iz jednakosti

S2n = c1 − (c2 − c3)− · · · − (c2n−2 − c2n−1)− c2n

sledi da je, za sve n ∈ N , S2n 6 c1 , pa je taj niz odozgo ograniqen. Prema tome,
postoji konaqan lim

n→∞
S2n = S .

Iz jednakosti S2n+1 = S2n + c2n+1 i pretpostavke da je lim
n→∞

cn = 0 sledi

da je i lim
n→∞

S2n+1 = S , pa je lim
n→∞

Sn = S zbir datog reda.

Redovi oblika
∞∑

n=1
(−1)n−1cn , cn > 0 , kod kojih qlanovi meǌaju znak naiz-

meniqno, obiqno se zovu alternativni redovi.

PRIMER 55. (a) Red
∞∑

n=1

(−1)n−1

n2
apsolutno konvergira, jer konvergira

red
∞∑

n=1

1
n2

.

(b) Red
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
konvergira na osnovu Lajbnicovog pravila, jer je oqi-

gledno alternativan, a apsolutna vrednost ǌegovog opxteg qlana je cn =
1
n

i
monotono te¼i nuli kad n → ∞ . On ne konvergira apsolutno, jer harmonijski
red divergira. N

Jedna va¼na razlika izme±u apsolutno i uslovno konvergentnih redova sas-
toji se u slede²em. Ako je neki red apsolutno konvergentan, onda se ǌegova
suma ne²e promeniti posle proizvoǉne permutacije ǌegovih qlanova, tj. za takve
(beskonaqne) zbirove va¼i komutativni zakon (dokaz ovog tvr±eǌa nije jednos-
tavno, i mi ga ovde ne navodimo). Me±utim, za uslovno konvergentne redove,
prethodno nije taqno, xto ²emo ilustrovati narednim primerom.

PRIMER 56. Prema prethodnom primeru, red
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
konvergira;

nije texko pokazati (to ostavǉamo za zadatak 174) da je ǌegova suma jednaka
ln 2 . Izvrximo u ovom redu slede²u promenu redosleda sabiraka:

1− 1
2
− 1

4
+

1
3
− 1

6
− 1

8
+ · · ·+ 1

2k − 1
− 1

4k − 2
− 1

4k
+ · · ·

i poka¼imo da je suma novodobijenog reda jednaka 1
2 ln 2 .

Oznaqimo sa Sn n-tu delimiqnu sumu reda
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
, a sa S′n delimiqnu

sumu ,,permutovanog“ reda. Tada va¼i

S′3n =
n∑

k=1

( 1
2k − 1

− 1
4k − 2

− 1
4k

)
=

1
2

n∑
k=1

( 1
2k − 1

− 1
2k

)

=
1
2
S2n → 1

2
ln 2, n →∞.
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Tako±e va¼i S′3n−1 = S′3n +
1
4n

→ 1
2

ln 2 i S′3n−2 = S′3n−1 +
1

4n− 2
→ 1

2
ln 2 kad

n → ∞ , pa zakǉuqujemo da je i lim
n→∞

S′n = 1
2 ln 2 , qime je pokazano da je zaista

suma novodobijenog reda 1
2 ln 2 . N

Prethodni primer je samo specijalan sluqaj jox jedne va¼ne teoreme teorije
redova, tzv. Rimanove teoreme, prema kojoj za svaki uslovno konvergentan red
∞∑

n=1
an i za proizvoǉno b (realan broj ili simbol +∞ ili −∞) postoji takva

permutacija niza (an) za koju je zbir novodobijenog reda jednak b .

4.8. RAZNI ZADACI

165. Odrediti sve taqke nagomilavaǌa, kao i doǌi i gorǌi limes slede²ih
nizova:

(a) an =
(−1)n

n
+

1 + (−1)n

2
; (b) an = 1 + 2(−1)n+1 + 3(−1)

n(n−1)
2 ;

(v) an = 1 + n sin
nπ

2
; (g) an = n

√
1 + 2n(−1)n ;

(d) an = cosn 2nπ

3
.

166. Konstruisati primer niza koji:
(a) nema nijednu konaqnu taqku nagomilavaǌa;
(b) ima taqno jednu taqku nagomilavaǌa, ali nije konvergentan;
(v) ima za taqke nagomilavaǌa unapred zadate brojeve a1 , a2 , . . . , ap ;
(g) ima za taqke nagomilavaǌa sve realne brojeve, kao i +∞ i −∞ .
(d) Da li postoji niz koji kao skup svih taqaka nagomilavaǌa ima interval (0, 1)?
167. Za dati niz (an) realnih brojeva posmatraju se ǌegovi podnizovi (a2n) ,
(a2n−1) i (a3n) .
(a) Da li konvergencija neka dva od ta tri podniza povlaqi konvergenciju samog
niza (an)?
(b) Ako sva tri posmatrana podniza konvergiraju, dokazati da i niz (an) kon-
vergira.
168. Ispitati konvergenciju niza (xn) definisanog pomo²u

xn+1 =
1

a + xn
, n ∈ N; x1 = 0

u zavisnosti od pozitivnog parametra a i u sluqaju konvergencije odrediti
ǌegov limes.

169. Dokazati da je lim
n→∞

(
1 +

1
1!

+
1
2!

+
1
3!

+ · · ·+ 1
n!

)
= e , tj. da je

∞∑
n=0

1
n!

= e .

170. (a) Dokazati da za svako n ∈ N postoji realan broj θn , 0 < θn < 1 , takav
da je

e = 1 +
1
1!

+
1
2!

+ · · ·+ 1
n!

+
θn

n · n!
.

(b) Dokazati da je broj e iracionalan.
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171. Data je svadbena torta sa beskonaqno mnogo ,,spratova“. Svaki sprat je

oblika vaǉka visine 1 dm , s tim da n-ti sprat ima polupreqnik osnove
1
n

dm .
Pokazati da qitava torta ima konaqnu zapreminu, ali beskonaqnu povrxinu.
[Drugaqije formulisano: takvu tortu mo¼emo da pojedemo, ali ne mo¼emo da je
spoǉa prema¼emo filom.]
172. Ispitati konvergenciju redova:

(a)
∞∑

n=1

1√
n3 + 1

; (b)
∞∑

n=1
sin

1
n

;

(v)
∞∑

n=1
(
√

n + 1−√n)p , p > 0 .

173. (a) Neka je Hn = 1 +
1
2

+ · · · + 1
n

delimiqna suma harmonijskog reda.
Dokazati da je niz xn = Hn − ln n opadaju²i i ograniqen odozdo.
(b) Dokazati da za neku konstantu γ i za neki 0-niz (αn) va¼i

Hn = ln n + γ + αn, n ∈ N.

[Konstanta γ se zove Ojlerova konstanta i pribli¼na vrednost joj je 0,577 .]
(v) Koriste²i rezultat pod (b) izvesti rezultat zadatka 153 iz ubenika.

174. Koriste²i prethodni zadatak dokazati da je
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
= ln 2 .

175. Pokazati da je red
∞∑

n=2

(−1)n

√
n + (−1)n

divergentan, mada je alternativan i

opxti qlan mu te¼i nuli.
176. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju redova:

(a)
∞∑

n=1

(−1)n−1

2n− 1
; (b)

∞∑
n=1

(−1)n−1 2n + 1
2n

;

(v)
∞∑

n=1
sin(π

√
n2 + 1) ; (g)

∞∑
n=1

sinn .

4.9. REXEǋA

165. (a) lim an = 0 , lim an = 1 ; (b) lim an = −4 , lim an = 6 ; (v) lim an = −∞ ,
lim an = +∞ ; (g) lim an = 1 , lim an = 2 ; (d) lim an = 0 , lim an = 1 .

166. (a), (b) an = n ; (v) sliqno primeru 48; (g) niz qiji su qlanovi svi
racionalni brojevi; (d) ne, jer bi to bilo u suprotnosti sa teoremom 17.

167. (a) Ne, u sva tri sluqaja. Primeri: an = (−1)n ;

an =
{

1, za n = 6k + 1 ili n = 6k + 5,
0, inaqe;

an =
{

1, za n = 6k + 2 ili n = 6k + 4,
0, inaqe.

(b) Neka a2n → α , a2n−1 → β i a3n → γ kad n →∞ . Kako je (a6n) podniz
i niza (a2n) i niza (a3n) , to on konvergira i ka α i ka γ , odakle sledi da je
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α = γ . Sliqno se dobija da je β = γ , pa je i α = β . Dakle, podnizovi (a2n)
i (a2n−1) konvergiraju istoj granici, a kako oni iscrpǉuju sve qlanove niza
(an) , to i taj niz konvergira.

168. lim
n→∞

xn =
−a +

√
a2 + 4

2
za sve a > 0 .

169. Prema zadatku 147 iz ubenika, niz (an) dat u zadatku konvergira. Oznaqi-

mo lim
n→∞

an = e1 . Neka je bn =
(
1 +

1
n

)n

. Razvijaǌem po binomnom obrascu

dobija se

bn =
n∑

j=0

(
n

j

)
1
nj

= 2 +
n∑

j=2

1
j!

(
1− 1

n

) (
1− 2

n

)
· · ·

(
1− j − 1

n

)
.

Odatle je, s jedne strane, bn 6 an za sve n ∈ N , pa i e = lim
n→∞

bn 6
lim

n→∞
an = e1 . S druge strane, za fiksirano k < n sledi da je

bn > 2 +
k∑

j=2

1
j!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·

(
1− j − 1

n

)
.

Puxtaju²i da n →∞ , s obzirom da izrazi u svim zagradama te¼e jedinici,

dobijamo da je e > 2 +
k∑

j=2

1
j!

= ak za svako k ∈ N , pa je i e > lim
k→∞

ak = e1 .

Dakle, e = e1 , xto je i trebalo dokazati.

170. (a) Oznaqimo an =
n∑

k=1

1
k!

. Na osnovu prethodnog zadatka je lim
n→∞

an = e , tj.
∞∑

n=0

1
n!

= e . Sledi da va¼i:

e− an =
1

(n + 1)!
+

1
(n + 2)!

+ · · ·

=
1

(n + 1)!

[
1 +

1
n + 2

+
1

(n + 2)(n + 3)
+ · · ·

]

<
1

(n + 1)!

[
1 +

1
n + 2

+
1

(n + 2)2
+ · · ·

]

=
1

(n + 1)!
1

1− 1
n+2

=
1

(n + 1)!
n + 2
n + 1

<
1
n!
· 1
n

(posledǌa nejednakost je ekvivalentna sa n(n + 2) < (n + 1)2 ). Dakle,

0 < e− an <
1
n!
· 1
n

, pa postoji 0 < θn < 1 za koje va¼i e = an +
θn

n · n!
.

(b) Pretpostavimo da je e ∈ Q , npr. e =
m

n
. Na osnovu dela zadatka pod

(a), postoji 0 < θn < 1 tako da je

m

n
= 1 +

1
1!

+ · · ·+ 1
n!

+
θn

n · n!
.

Mno¼eǌem ove jednakosti sa n! dobija se kontradikcija.
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171. Zapremina n-tog ,,sprata“ je
π

n2
, a povrxina ǌegovog omotaqa je

2π

n
. Ukup-

na zapremina torte je π
∞∑

n=1

1
n2

(i ona je konaqna na osnovu primera 52), dok

je ukupna povrxina π + 2π
∞∑

n=1

1
n

i ona je beskonaqna jer harmonijski red
divergira.

172. (a) Konvergira; (b) divergira; (v) konvergira za p > 2 , inaqe divergira.

173. (a) Iz xn+1 − xn =
1

n + 1
− ln

(
1 +

1
n

)
< 0 (v. zadatak 150) sledi da je niz

(xn) opadaju²i. Na osnovu istog zadatka je i

xn > ln(1 + 1) + ln
(

1 +
1
2

)
+ · · ·+ ln

(
1 +

1
n

)
− ln n

= ln
(

2 · 3
2
· 4
3
· . . . · n + 1

n
· 1
n

)
= ln

n + 1
n

> 0,

pa je niz (xn) ograniqen odozdo.

(b) Iz (a) sledi da postoji γ = lim
n→∞

(Hn − ln n) , tj. za neki 0-niz (αn) je

Hn = ln n + γ + αn , n ∈ N .

(v)

lim
n→∞

(
1

n + 1
+

1
n + 2

+ · · ·+ 1
2n

)
= lim

n→∞
(H2n −Hn)

= lim
n→∞

(ln 2n + γ + α2n − ln n− γ − αn) = lim
n→∞

(ln 2 + α2n − αn) = ln 2.

174. Oznaqimo sa Sn =
n∑

k=1

(−1)k−1

k
n-tu delimiqnu sumu datog reda. Tada je

S2n = 1− 1
2

+
1
3
− · · ·+ 1

2n− 1
− 1

2n
= H2n − 2

(
1
2

+
1
4

+ · · ·+ 1
2n

)

= H2n −Hn → ln 2, n →∞.

Kako je S2n+1 = S2n +
1

2n + 1
, to i S2n+1 → ln 2 , qime je dokazano da

Sn → ln 2 , n →∞ .

175. Predstaviti opxti qlan reda u obliku

(−1)n

√
n + (−1)n

= (−1)n

√
n

n− 1
− 1

n− 1
.

176. (a) Uslovno konvergira; (b) apsolutno konvergira; (v) uslovno konvergira;
(g) divergira jer opxti qlan ne te¼i nuli.
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FUNKCIJE

5.7. DOKAZI NEKIH TEOREMA

U ovom odeǉku dokaza²emo neke od teorema qiji dokazi nisu dati u osnovnom
tekstu ubenika.

TEOREMA 7. Neka je: 1◦ B ⊂ R , g : B → R i lim
y→y0

g(y) = b ; 2◦ A ⊂ R ,

f : A → B i za svako ε > 0 postoji δ > 0 tako da 0 < |x − x0| < δ povlaqi
0 < |y − y0| < ε . Tada je lim

x→x0
g(f(x)) = b .

Dokaz. Za proizvoǉnu okolinu Uη(b) taqke b , zbog lim
y→y0

g(y) = c postoji

okolina Uε(y0) taqke y0 tako da y ∈ Uε(y0) , y 6= y0 povlaqi da je g(y) ∈ Uη(b) .
Sada na osnovu pretpostavke 2◦ dobijamo da za na±enu okolinu Uε(y0) postoji
okolina Uδ(x0) tako da x ∈ Uδ(x0) , x 6= x0 povlaqi da je y ∈ Uε(y0) , y 6= y0 .
Kombinovaǌem dobijenih zakǉuqaka dobijamo da x ∈ Uδ(x0) , x 6= x0 povlaqi da
je g(f(x)) ∈ Uη(b) , qime je tvr±eǌe teoreme dokazano.

Dokaz relacije

(6) lim
x→+∞

(
1 +

1
x

)x

= e

(navedene pre teoreme 9).
Neka je B = N i g1, g2 : B → R funkcije date sa

g1(n) =
(
1 +

1
n + 1

)n
, g2(n) =

(
1 +

1
n

)n+1

.

Poznato je da je lim
n→∞

g1(n) = lim
n→∞

g2(n) = e .

Neka je daǉe A = {x ∈ R | x > 1 } , f : A → N funkcija data sa f(x) = [x] .
Oqigledno je lim

x→+∞
f(x) = +∞ . Uslovi teoreme 7 su ispuǌeni, pa funkcije

(g1 ◦ f)(x) =
(
1 +

1
[x] + 1

)[x]

, (g2 ◦ f)(x) =
(
1 +

1
[x]

)[x]+1
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imaju limes jednak e kad x → +∞ . Kako je, me±utim, za svako x > 1 ispuǌeno
(
1 +

1
[x] + 1

)[x]

<
(
1 +

1
x

)x
<

(
1 +

1
[x]

)[x]+1

,

to tra¼eni zakǉuqak sledi.

TEOREMA 10’. Neka je f : A → R . Ako je lim
n→∞

f(xn) = a za svaki niz

(xn) taqaka iz A \ {x0} za koji je lim
n→∞

xn = x0 , tada je lim
x→x0

f(x) = a .

Dokaz. Kao i kod teoreme 10, posmatrajmo tvr±eǌe za sluqaj kad su x0 i a
realni brojevi. Dokaza²emo ǌegovu kontrapoziciju.

Pretpostavimo, dakle, da nije lim
x→x0

f(x) = a . To znaqi da se mo¼e na²i

okolina Uε(a) taqke a , takva da za svaku okolinu Uδ(x0) taqke x0 postoji x ∈
Uδ(x0) , x 6= x0 takvo da f(x) /∈ Uε(a) . Izaberimo niz 1

n -okolina taqke x0 ,
U1/n(x0) , n = 1 , 2, . . . Prema prethodno reqenom, za svako n se mo¼e izabrati
xn ∈ U1/n(x0) , x 6= x0 , tako da f(xn) /∈ Uε(a) . Konstruisani niz (xn) ispuǌava
oqigledno uslove lim

n→∞
xn = x0 i xn 6= x0 (n ∈ N), ali lim

n→∞
f(xn) 6= a . Dakle,

ako nije lim
x→x0

f(x) = a , onda nije ispuǌen uslov dat u teoremi. Time je teorema
dokazana.

TEOREMA 13. Neka je [a, b] segment realne prave i f : [a, b] → R realna
funkcija, definisana i neprekidna u svakoj taqki tog segmenta. Neka je, daǉe,
f(a) = A , f(b) = B i C bilo koji realan broj izme±u brojeva A i B (dakle,
A 6 C 6 B ili B 6 C 6 A). Tada postoji taqka c ∈ [a, b] , takva da je f(c) = C .

Dokaz. Dokaza²emo teoremu u specijalnom sluqaju kada je f(a)f(b) < 0 .
Opxti sluqaj lako se svodi na ovaj specijalni ako se posmatra funkcija g(x) =
f(x)− C .

Pretpostavimo, dakle, da neprekidna funkcija f u krajevima segmenta [a, b]
ima vrednosti raznih znakova – na primer, neka je f(a) < 0 i f(b) > 0 . Pode-

limo taj segment na pola taqkom
a + b

2
. Ako je u toj taqki vrednost funkcije f

jednaka nuli, ǌu ²emo uzeti za tra¼enu taqku c . U suprotnom, jedan od odseqaka[
a,

a + b

2

]
,

[a + b

2
, b

]
ima²e osobinu da na ǌegovim krajevima funkcija f ima

vrednosti raznih znakova. Oznaqimo taj odseqak sa [a1, b1] . Sa ǌim nastavimo
opisani postupak (tj. podelimo ga na pola itd.). Kao rezultat ²emo ili na nekom
koraku dobiti taqku c za koju je f(c) = 0 ili ²emo dobiti niz umetnutih odseqa-
ka [an, bn] koji, prema Kantorovom stavu (teorema 7 glave 3), ima za presek neku
taqku c ∈ [a, b] . Jasno je da je pri tome lim

n→∞
an = lim

n→∞
bn = c , a prema konstruk-

ciji nizova (an) i (bn) je za svako n ispuǌeno f(an) < 0 i f(bn) > 0 . Odatle
sledi (zbog neprekidnosti) f(c) = lim

n→∞
f(an) 6 0 i f(c) = lim

n→∞
f(bn) > 0 , tj.

f(c) = 0 , qime je egzistencija taqke c dokazana.
TEOREMA 14. Neka je f : [a, b] → R funkcija definisana i neprekidna

u svim taqkama segmenta [a, b] . Tada je ona ograniqena. Osim toga, postoje
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taqke x1, x2 ∈ [a, b] u kojima ta funkcija dosti¼e svoju najmaǌu, odnosno najve²u
vrednost:

(7) f(x1) = min
a6x6b

f(x), f(x2) = max
a6x6b

f(x).

Dokaz. Dokaz prvog dela tvr±eǌa ove teoreme (da je funkcija f ograniqena)
izvodi se uz korix²eǌe nekih svojstava skupa R i ǌegovih podskupova qije
poznavaǌe prevazilazi nivo ovog dodatka. Pretpostavi²emo da je taj deo dokazan
i pokaza²emo kako se onda dokazuje drugi deo, tj. egzistencija taqaka x1 i x2 sa
svojstvom (7).

Skup B = { f(x) | x ∈ [a, b] } je, dakle, ograniqen, pa postoje konaqni

m = inf B, i M = sup B.

Dokaza²emo da na segmentu [a, b] postoji taqka x2 , takva da je f(x2) = M ;
tvr±eǌe za doǌu granicu m dokazuje se analogno.

Pretpostavimo, suprotno tvr±eǌu, da takva taqka x2 ne postoji. Tada je

f(x) < M za svako x ∈ [a, b] , pa je funkcija ϕ(x) =
1

M − f(x)
neprekidna na

[a, b] . Prema prvom delu teoreme dobijamo da je funkcija ϕ ograniqena na [a, b] :

ϕ(x) 6 µ, x ∈ [a, b] za neko µ > 0 .

Odatle je, me±utim, f(x) 6 M− 1
µ

za sve x ∈ [a, b] , pa je broj M− 1
µ

, koji je maǌi

od M , majoranta skupa B , suprotno definiciji broja M . Ova kontradikcija
dokazuje tvr±eǌe.

5.8. NEKE GEOMETRIJSKE PRIMENE NEPREKIDNOSTI

Svojstva neprekidnih funkcija (posebno, teorema 13) imaju lepe i zanimǉive
primene u odre±enim geometrijskim problemima; u ovom odeǉku ²emo navesti
neke od ǌih. Pritom ²emo koristiti neke pojmove, kao xto su ,,povezana figura
u ravni“, ,,povrxina ravne figure“, ,,dijametar skupa“ i sliqne, koji su intu-

itivno jasni, ali koji se ne mogu pre-
cizno definisati na ovom nivou.

PRIMER 93. Neka je Φ ograniqe-
na i povezana figura u xOy ravni, povr-
xine P . Tada postoji prava paralelna
y -osi koja deli figuru Φ na dva dela
jednakih povrxina.a b

m

M
f(x0)

Φ

xx0

Sl. 72

Dokaz. Kako je Φ ograniqena figura, postoje brojevi a, b i m,M , takvi
da je a < b , m < M i da je Φ sadr¼ana u pravougaoniku [a, b] × [m,M ] , slika
72. Neka je H−

x0
= {(x, y) ∈ R2 | x 6 x0} zatvorena poluravan ,,levo“ od prave

x = x0 . Definiximo funkciju f : [a, b] → R pomo²u f(x0) = P (H−
x0
∩ Φ) , tj.
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f(x0) je povrxina onog dela figure Φ koji se nalazi levo od prave x = x0 .
Primetimo da je f(a) = 0 i f(b) = P . Tako±e, f je neprekidna funkcija –
zaista, va¼i |f(x0 + h) − f(x0)| 6 |h|(M −m) < ε kadgod je |h| < ε

M−m , pa po
teoremi 13 postoji c ∈ [a, b] tako da je f(c) = P/2 , qime je dokaz zavrxen. N

PRIMER 94. (Urison1) Oko svake ograniqene figure Φ u ravni mogu²e je
opisati kvadrat.

Dokaz. Neka je `0 proizvoǉna prava u ravni figure Φ koja tu figuru ne se-
qe. Uvedimo prvo pojam prave oslonca figure
Φ u pravcu `0 – to je prava koja je paralelna
pravoj `0 , ima neprazan presek sa figurom Φ ,
i cela figura Φ (sem taqaka preseka) nalazi
se sa jedne strane te prave. Oqigledno postoje
dve prave oslonca u pravcu `0 : `′0 i `′′0 , slika
73(a).

`0 `00 `000

Φ

α

h(α)

Sl. 73(a)

Nas ²e zanimati rastojaǌe h(α) izme±u pravih oslonca u pravcu `0 , u za-
visnosti od ugla α koji prava `0 gradi sa pozitivnim smerom x-ose. Primetimo
da je h(α) definisano za svako α i da je h(α + π) = h(α) .

Neka je ABCD pravougaonik, takav da su
AD i BC prave oslonca figure Φ u pravcu
prave `0 , a AB i CD su prave oslonca nor-
malne na `0 , sl. 73(b). Oznaqimo d = AC i
β = ]CAD . Tada je h(α) = d sin β .

Posmatrajmo sada xta se dexava kada uve-
²amo ugao α za neki mali ugao δ . Konstrui-
ximo prave koje zaklapaju ugao α + δ sa pozi-
tivnim smerom x-ose, kroz sva temena A , B ,
C , D . Sa slike 73(v) se vidi da rastojaǌe
h(α + δ) nije maǌe od rastojaǌa ovih pravih
koje sadr¼e B i D i da nije ve²e od rasto-
jaǌa ovih pravih koje sadr¼e A i C .

Φ

d
β

`0

Φ

α

A

B

C

D

d
β

`0

α α+δ

Sl. 73(b,v)

Rastojaǌe izme±u prvog para pravih je d sin(β− δ) , dok je rastojaǌe izme±u
drugog para d sin(β + δ) , pa je d sin(β − δ) 6 h(α + δ) 6 d sin(β + δ) Sada nije
texko proceniti razliku h(α + δ)− h(α) :

d sin(β − δ)− d sin β 6 h(α + δ)− h(α) 6 d sin(β + δ)− d sin β.

Koriste²i identitet sin x− sin y = 2 cos x+y
2 sin x−y

2 dobijamo:

d sin(β − δ) = 2d cos
2β − δ

2
sin

−δ

2
> −2d sin

δ

2
,

d sin(β + δ) = 2d cos
2β + δ

2
sin

δ

2
6 2d sin

δ

2
,

1P. S. Uryson (1898–1924), ruski matematiqar
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pa sledi −2d sin
δ

2
6 h(α + δ)− h(α) 6 2d sin

δ

2
. Lako se vidi da, ako je δ < 0 ,

onda va¼i 2d sin
δ

2
6 h(α + δ)− h(α) 6 −2d sin

δ

2
. Konaqno,

|h(α + δ)− h(α)| 6 2d sin
∣∣∣∣
δ

2

∣∣∣∣ ,

pa funkcija h jeste neprekidna.

Posmatrajmo sada neprekidnu funkciju f(α) = h(α + π
2 )− h(α) . Va¼i

f
(
α +

π

2

)
= h(α + π)− h

(
α +

π

2

)
= h(α)− h

(
α +

π

2

)
= −f(α),

pa va¼i f(α)f(α + π
2 ) 6 0 . Po teoremi 13 postoji γ ∈ [α, α + π

2 ] tako da je
f(γ) = 0 , tj. h(γ) = h(γ + π

2 ) , qime je dokaz zavrxen. N
PRIMER 95. (Jung2) (a) Svaki konveksan skup u ravni qiji je dijametar

D = 1 mo¼e se pokriti jednakostraniqnim trouglom stranice a =
√

3 .

(b) Svaki konveksan skup u ravni qiji je dijametar D = 1 mo¼e se pokriti
pravilnim xestouglom stranice a = 1/

√
3 .

Dokaz. Ovde ²emo predstaviti samo ideju dokaza; izostavi²emo dokaze
neprekidnosti funkcija koje konstruixemo, koji su sliqni kao u prethodna dva
primera.

(a) Podsetimo se prvo da, ako je P proizvoǉna taqka u unutraxǌosti jed-
nakostraniqnog trougla, tada je zbir rastojaǌa od taqke P do stranica trougla
jednak visini tog trougla (izraqunati povrxinu trougla na dva naqina).

π

3

π

3

A

A∗
B∗

B

C∗

C

hc∗

hc

P hb∗

T1

T
∗

1

H

(a) (b)

Sl. 74

Neka je sada T neki jednakostraniqan trougao qije su sve stranice prave
oslonca figure Φ ; oznaqimo ǌegova temena sa A , B i C . Neka je A∗B∗C∗

trougao qije su sve stranice paralelne stranicama 4ABC , i tako±e su prave
oslonca, sl. 74(a). Neka je P proizvoǉna taqka koja pripada figuri Φ ; oznaqimo

2H. Jung (1876–1953), nemaqki matematiqar
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ǌeno rastojaǌe do stranice x sa hx , pri qemu je x ∈ {a, b, c, a∗, b∗, c∗} . Tada,
zbog uslova zadatka, imamo da je ha + ha∗ 6 1 , hb + hb∗ 6 1 , hc + hc∗ 6 1 , pa je

ha + hb + hc + ha∗ + hb∗ + hc∗ 6 3,

tj. h+h∗ 6 3 , gde su h i h∗ du¼ine visina 4ABC i 4A∗B∗C∗ , redom. Odavde
je min{h, h∗} 6 3

2 , pa je min{a, a∗} 6
√

3 .

(b) Oznaqimo sa dT,T∗ razliku izme±u du¼ine stranice trougla T i du¼ine
stranice odgovaraju²eg (dualnog) trougla T ∗ koji su uvedeni u delu (a). Sliqno
kao u prethodnim primerima dokazuje se da je dT,T∗ neprekidna funkcija ugla
koji jedna od stranica trougla T , recimo AB , gradi sa x-osom. Kako rotacijom
pravca AB za ugao π trougao T postaje T ∗ i dT∗,T = −dT,T∗ , postoji par
odgovaraju²ih (dualnih) trouglova T1 i T ∗1 qije su stranice a1 = a∗1 6

√
3 .

Oznaqimo sa H pravilni xestougao, qije su stranice paralelne stranicama ovih
trouglova, takav da je rastojaǌe izme±u parova paralelnih stranica jednako 1 i
koji ima isti centar simetrije kao par T1 , T ∗1 , sl. 74(b). Tada je Φ ⊆ T1∩T ∗1 ⊆
H , qime je dokaz zavrxen. N

PRIMER 96. (Lema o tetivi) Neka je f : [0, 2] → R neprekidna funkcija
i va¼i f(0) = f(2) . Dokazati da postoji {a, b} ⊂ [0, 2] tako da va¼i b − a = 1
i f(a) = f(b) . Drugim reqima, grafik funkcije y = f(x) ima tetivu du¼ine 1
paralelnu sa x-osom.

Dokaz. Posmatrajmo funkciju

g : [0, 1] → R, g(x) = f(x + 1)− f(x).

Funkcija g je neprekidna i va¼i g(0) = f(1) − f(0) ,
g(1) = f(2) − f(1) = f(0) − f(1) = −g(0) . Sledi
g(0) · g(1) 6 0 , pa po teoremi 13 postoji a ∈ [0, 1]
tako da je g(a) = 0 . Odavde dobijamo b = a + 1 i
f(b)− f(a) = 0 , sl. 75.

y = f(x)

1 2a b

Sl. 75

Na kraju ²emo navesti i dokazati specijalan sluqaj jedne veoma va¼ne teo-
reme, Brauerove3 teoreme o fiksnoj taqki i kratko pomenuti neke ǌene
zanimǉive posledice.

DEFINICIJA 13. Neka je data funkcija f : A → A . Taqka x ∈ A se
naziva fiksnom taqkom funkcije f ako je f(x) = x .

Na primer, funkcija f : R → R , f(x) = x2 ima taqno dve fiksne taqke,
x = 0 i x = 1 , dok funkcija g : R → R , g(x) = x + 1 nema fiksnih taqaka.

TEOREMA 15. Bilo koja neprekidna funkcija f : [a, b] → [a, b] ima bar
jednu fiksnu taqku.

Dokaz. Posmatrajmo funkciju g(x) = f(x) − x , koja je neprekidna kao
razlika dveju neprekidnih funkcija. Imamo da je g(a) = f(a) − a > 0 i

3L. E. J. Brouwer (1881–1966), holandski matematiqar
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g(b) = f(b) − b 6 0 , pa po teoremi 13 postoji taqka c ∈ [a, b] , takva da je
g(c) = 0 . Drugim reqima, c je fiksna taqka funkcije f . N

Brauerova teorema u opxtem obliku (koji ovde ne navodimo) ima vixe ra-
zliqitih dokaza, od kojih je jedan kombinatorni i koristi Xpernerovu4 lemu
koja je poznata mnogim takmiqarima. Primene ove teoreme su mnogobrojne, i to u
raznim oblastima, od topologije, preko teorije igara (Nexova5 ravnote¼a), do
kombinatornih problema. Ovde ²emo navesti samo neke primere za koje smatramo
da mogu biti zanimǉivi uqenicima.

• Ako imamo dva lista papira koji se nalaze jedan preko drugog, pa zgu¼vamo
gorǌi papir, i tako zgu¼vanog ga stavimo na doǌi papir, tada uvek postoji
taqka gorǌeg lista koja je direktno iznad odgovaraju²e taqke doǌeg lista.

• Nakon xto promexamo mleko u xoǉi, kada se teqnost smiri, postoja²e ,,kap“
koja ²e posle mexaǌa biti na istom mestu kao i pre.

• U svakom trenutku na Zemǉi postoje dve antipodalne taqke sa istom tempe-
raturom i vazduxnim pritiskom.

5.9. RAZNI ZADACI

109. Rimanova funkcija R : R → R definisana je pomo²u

R(x) =

{ 1
n

, za x =
m

n
∈ Q, (m,n) = 1;

0, za x /∈ Q ili x = 0.

Dokazati da je funkcija R prekidna u svakoj racionalnoj taqki x0 6= 0 , a
neprekidna u x0 = 0 i u svakoj taqki x0 ∈ R \Q .

110. Neka su f , g : R → R neprekidne periodiqne funkcije sa zajedniqkim
periodom T i neka je lim

x→+∞
(f(x)− g(x)) = 0 . Dokazati da za sve x ∈ R va¼i

f(x) = g(x) .

111. Odrediti sve neprekidne funkcije f, g : R → R koje za sve x, y ∈ R
zadovoǉavaju uslov:

(a) f(x + y) = f(x) + f(y) ; (b) g(x + y) = g(x)g(y) .

112. Neka je Φ konveksna ograniqena figura u ravni, povrxine P . Tada pos-
toje dve me±usobno normalne prave koje dele figuru Φ na qetiri dela jednakih
povrxina. Dokazati.

113. Neka je f : [0, 2] → R neprekidna funkcija. Dokazati da postoji {a, b} ⊂
[0, 2] tako da va¼i b − a = 1 , f(b) − f(a) = 1

2 (f(2) − f(0)) . Drugim reqima,

4E. Sperner (1905–1980), nemaqki matematiqar
5J. F. Nash (1928–2015), ameriqki matematiqar
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grafik funkcije y = f(x) ima tetivu du¼ine 1 paralelnu sa tetivom qije su
krajǌe taqke (0, f(0)) i (2, f(2)) .

114. Neka je f : [1, 2] → [ 12 , 1] neprekidna funkcija. Dokazati da postoji taqka
x0 ∈ [1, 2] tako da je x0f(x0) = 1 .

115. Neka je f : [0, 1] → [0, 1] neprekidna funkcija. Ako va¼i f(0) = 0 ,
f(1) = 1 i f(f(x)) = x za svako x ∈ [0, 1] , dokazati da je f(x) = x za svako
x ∈ [0, 1] .

116. Neka je f : R → R neprekidna funkcija, takva da je f(f(f(x))) = x za
svaki realan broj x . Da li mora da va¼i f(x) = x za svaki realan broj x?

5.10. REXEǋA

109. Neka je x0 proizvoǉan realan broj. Za svako unapred zadato ε > 0 postoji
samo konaqno mnogo prirodnih brojeva n za koje je n < 1/ε . To znaqi
da postoji konaqno mnogo razlomaka m/n (u intervalu (x0 − 1, x0 + 1)) za
koje je R(x) = R(m/n) = 1/n > ε . Uoqimo takvu δ -okolinu taqke x0 da
ǌoj ne pripada nijedna od taqaka x = m/n (osim eventualno taqke x0 ) za
koje je R(x) = R(m/n) = 1/n > ε (takva okolina postoji jer je broj tih
taqaka konaqan). Tada je |R(x)| < ε qim je 0 < |x − x0| < δ , bez obzira
da li je x racionalan ili iracionalan broj. Dakle, za svako x0 postoji
lim

x→x0
R(x) = 0 . Ako je x0 iracionalan broj ili 0 , onda je po definiciji

R(x0) = 0 , pa je funkcija R neprekidna u x0 ; ako je x0 ∈ Q \ {0} , onda je
R(x0) 6= 0 , pa je u taqki x0 prekid.

110. Dokaza²emo da je za proizvoǉno x = a i za proizvoǉno ε > 0 , |f(x)−g(x)| <
ε . Poxto je lim

x→+∞
(f(x)− g(x)) = 0 , to postoji M ∈ R takav da iz x > M

sledi |f(x) − g(x)| < ε . Izaberimo ceo broj k takav da je a + kT > M .
Tada je |f(a + kT )− g(a + kT )| < ε . Kako su f i g periodiqne funkcije sa
periodom T , to je f(a) = f(a+kT ) i g(a) = g(a+kT ) , pa je |f(a)−g(a)| < ε .

Kako prethodna nejednakost va¼i za svako ε > 0 , mora biti |f(a)−g(a)| = 0 ,
tj. f(a) = g(a) . Ovo va¼i za proizvoǉno izabrano a , tj. f(x) = g(x) va¼i
za sve realne brojeve x .

111. (a) Indukcijom se lako pokazuje da je f(x1 +x2 + · · ·+xn) = f(x1)+f(x2)+
· · · + f(xn) za sve realne brojeve x1 , x2 , . . . , xn . Ako u ovoj relaciji
zamenimo x1 = x2 = · · · = xn , dobijamo

(8) f(nx) = nf(x), n ∈ N, x ∈ R,

a ako u (8) umesto x pixemo 1
nx , dobijamo f( 1

nx) = 1
nf(x) , n ∈ N , x ∈ R ,

odakle se neposredno zakǉuquje da mora biti

f
(m

n
x
)

=
m

n
f(x), m, n ∈ N, x ∈ R.



44 Glava 5. Funkcije

Ako sada u datoj relaciji zamenimo x = 0 , y = 0 , dobi²emo f(0+0) = 2f(0) ,
tj. f(0) = 0 , a ako zamenimo y = −x , dobijamo f(−x) = −f(x) . Odavde
zakǉuqujemo da za sve racionalne brojeve r va¼i

f(rx) = rf(x), x ∈ R.

Oznaqimo sa c vrednost funkcije za x = 1 , f(1) = c . Tada je za sve r ∈ Q ,
f(r) = c · r .

Neka je x proizvoǉan iracionalan broj. Tada postoji niz racionalnih bro-
jeva (rn) , takav da je lim

n→∞
rn = x , pa zbog neprekidnosti funkcije f mora

da bude

f(x) = f( lim
n→∞

rn) = lim
n→∞

f(rn) = lim
n→∞

c · rn = c · lim
n→∞

rn = c · x.

Dakle, mora da bude za sve x ∈ R , f(x) = cx , gde je c neka konstanta.
Direktno se proverava da svaka takva funkcija zaista zadovoǉava uslove
zadatka.6

(b) Smena f(x) = ln g(x) . Rexeǌe: g(x) = ax , a > 0 , ili g(x) ≡ 0 .

113. Posmatrajmo funkciju

g : [0, 1] → R, g(x) = f(x + 1)− f(x)− f(2)− f(0)
2

.

Funkcija g je neprekidna i g(0) = 1
2 (2f(1) − f(0) − f(2)) = −g(1) . Po

teoremi 13 sledi da postoji a ∈ [0, 1] , g(a) = 0 . Drugim reqima, za b = a+1 ,
f(b)− f(a) = 1

2 (f(2)− f(0)) .
114. Posmatrajmo funkciju g : [1, 2] → R , g(x) = xf(x) − 1 . Ova funkcija je

neprekidna i g(1) = f(1) − 1 6 0 , g(2) = 2f(2) − 1 > 2 · 1
2 − 1 = 0 , pa po

teoremi 13 postoji x0 ∈ [1, 2] tako da je g(x0) = 0 .

115. Doka¼imo prvo da je f 1-1: pretpostavimo da je f(x1) = f(x2) , odatle
x1 = f(f(x1)) = f(f(x2)) = x2 .

Zatim doka¼imo da ovakva funkcija mora biti strogo rastu²a na [0, 1] .
Pretpostavimo suprotno, da postoje taqke a < b tako da je f(a) > f(b) . Kako
je f(b) ∈ [0, f(a)] , po teoremi 13, postoji c ∈ [0, a] tako da je f(c) = f(b) .
Kako je c < a < b , to funkcija f nije 1-1, xto je u kontradikciji sa ve²
dokazanim.

Pretpostavimo sada da je, za neko x0 ∈ (0, 1) , f(x0) 6= x0 . Oznaqimo y0 =
f(x0) . Zbog uslova zadatka je f(y0) = x0 i y0 6= f(y0) . Bez umaǌeǌa
opxtosti, neka je x0 < y0 . Me±utim, sada va¼i f(x0) = y0 > x0 = f(y0) ,
pa f nije rastu²a.

Zakǉuqujemo da je f(x) = x za svako x ∈ [0, 1] .

6Jednaqina posmatrana u ovom zadatku obiqno se naziva Koxijevom funkcionalnom jednaqinom.
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